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摘 要

摘摘摘 要要要

艒艏艃曲线下面积（艁艕艃）是衡量分类器质量的常用指标，可反映给定分类

器在不同阈值下的平均性能，对标签分布和代价不敏感。同时艁艕艃指标也可等

价表示为正样本得分高于负样本的概率，因此可反映分类器的排序能力。由于

上述特性，艁艕艃在长尾数据分类问题中成为标准性能指标之一，可服务于网络

空间公共安全、智能医疗、金融分析、推荐及信息检索等重大应用问题。然而，

艁艕艃指标本身针对有监督的二分类问题设计，无法适用于半监督学习、多类别

分类学习、多任务学习等实际应用中更为常见的复杂场景，导致无法进行相

应艁艕艃优化。随着近年来数据体量的飞速增长及人工智能领域应用的日益复杂

化、多样化，现有艁艕艃优化算法的上述局限性势必愈发凸显。如何构建面向复

杂场景、复杂需求的艁艕艃优化算法框架成为一个亟需解决的关键问题。鉴于此，

本文面向半监督、多分类、多任务三种复杂场景，对艁艕艃优化的方法理论及应

用展开了系列研究。总体内容概括如下：

第一，提出一种基于艢良良艳艴艩艮艧算法的半监督艁艕艃优化算法。现有大多数方法

局限于通过单一模型进行半监督艁艕艃优化，对如何通过艢良良艳艴艩艮艧技术融合多个模

型则鲜有涉及。考虑上述局限性，主要研究基于模型集成的半监督艁艕艃优化方

法。具体而言，提出一种基于艢良良艳艴艩艮艧算法的半监督艁艕艃优化算法，并提出基于

权重解耦的加速策略以降低算法时间舯空间复杂度。进一步地，在优化层面，通

过理论分析证明了所提出的算法相对于弱分类器的增加具有指数收敛速率；在

模型泛化能力层面，从理论上给出了相比当前工作更为紧致的泛化误差上界。

最后，在舱舶个基准数据集上对所提出算法的性能进行了验证，实验结果表明所

提出算法在多数情况下以 舰舮舰舵显著水平优于其他对比方法，并可在平均意义上

产生显著性能提升。

第二，提出了一种多分类艁艕艃优化的算法框架，并对其进行了系统理论分

析。基于著名的艍度量这一艁艕艃多类扩展指标，进一步通过优化多类艁艕艃度量

学习多类评分函数。首先，证明艍度量可抵挡数据分布的高阶不平衡特性。基

于此，提出一种替代经验风险最小化框架对艍度量近似优化。随后，从理论角

度证明：（艩）对于对率损失、指数损失、平方损失、铰链损失、等损失函数，优
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化其可微替代损失足以渐近地获得贝叶斯最优评分函数；（艩艩）训练框架具有不

平衡感知的泛化误差界，与传统的$ (
√

1/#)结果相比，该框架更加关注来自少

数类的瓶颈样本。从实践角度，为提升模型计算效率，提出基于指数损失、平

方损失和铰链损失等三种主流替代损失函数的加速方法，降低损失和梯度计算

复杂度。最后，通过舱舱个真实数据集上的实验结果证明该框架的有效性，且加

速算法可在一定样本量条件下带来舱舰舰舰舰舫倍效率提升。所提加速算法已在阿里

部分内容安全场景上线，日均调用频率超过 舱亿次。

最后，提出一种多任务场景下的艁艕艃优化算法框架，将其应用于个性化属

性学习问题中。聚焦于个性化属性学习问题，现有属性学习方法主要基于聚合

自少量标注者的全局共识。然而，在涉及大量拥有不同兴趣和理解属性词汇方

式的标注者时，全局共识并不一定成立。因此，将每个用户的标注预测问题视

为不同的任务，从而提出一种多任务学习方法以理解、预测个性化属性标注。

与基于共识的属性预测不同，个性化属性学习中偏好学习比标签预测更重要，

因此，艁艕艃更适合作为该任务的优化目标。受此启发，提出一种基于用户参数

层级化分解的多任务艁艕艃优化方法。聚焦于负迁移问题，提出了一种任务舭特征

协同学习框架，并应用于该艁艕艃优化方法中。具体地，首先提出一个异构块对

角结构正则化算子，该算子实现了特征和任务的协同分组，同时抑制组间知识

共享。然后，针对基本模型提出了交替优化算法。理论分析表明，所提出优化

算法有如下优点：舨艡舩具有全局收敛性；舨艢舩提供块对角结构恢复的保障。

关键词：机器学习，艁艕艃优化，半监督学习，多分类问题
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第第第1章章章 引引引言言言

舱舮舱 研究背景

随着大数据及深度学习的逐步成熟，人工智能技术取得了突破性进展，成

为信息技术时代不可或缺的关键技术之一。正如国务院在《国务院关于印发新

一代人工智能发展规划的通知》所指出的：“人工智能的迅速发展将深刻改变人

类社会生活、改变世界”。由此可见人工智能技术在我国未来发展中具有重要地

位。

作为现代人工智能技术的核心之一，机器学习在近二十年来广泛受到学术

界关注，其中最为著名的深度学习技术更在舲舰舱舲年艁艬艥艸艎艥艴获得艉艭艡艧艥艮艥艴冠军以

来相继在计算机视觉、自然语言处理等领域相继取得重大突破，在工业界得到

广泛普及。国家战略层面，上文提及的《国务院关于印发新一代人工智能发展

规划的通知》也将高级机器学习理论作为新一代人工智能基础理论体系的重要

组成部分。

由于机器学习舯深度学习技术本身采用数据驱动模式进行知识获取，其成功

无法脱离对实际问题中的数据依赖。大数据时代，网络空间中的数据呈现出长

尾态势，高价值数据淹没于大量低价值数据中，难以被有效挖掘。主流深度学

习舯机器学习方法主要面向数据平衡分布的数据集，忽略了不同类别样本之间的

潜在分布差异，无法有效适用于不同类别极端不平衡的长尾分布数据集。近年

来，海量复杂数据集不断涌现而出，数据中的长尾分布特点愈发凸显，如何在

长尾分布条件下构建有效的深度学习舯机器学习方法，已成为人工智能领域面临

的共性技术挑战之一。

造成这一挑战的主要根源之一在于：主流方法往往采用最小化总体错误率

指标这一理念进行模型及算法设计，而总体错误率本身对数据分布较为敏感，

较易忽略样本中稀有数据类别的性能。相比之下，艁艕艃 （艁色艥艡 艕艮艤艥色 艴艨艥 艒艏艃

艃艵色艶艥），即艒艏艃曲线下面积，可度量分类器在不同分类阈值下的平均性能，或

或等效表示为正例得分高于负例的概率，对类别分布、错分代价均不敏感，在

长尾数据分布场景下更适合作为评价指标舨艆艡艷艣艥艴艴般 舲舰舰舶艢舻 艈艡艮艤 等般 舲舰舰舱舩。例

如，针对网络空间安全监管问题，风险样本在总体样本中占比极低（万分之一
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乃至十万分之一），通过错误率评估模型时，倾向于将所有样本分类为安全样

本以提高准确率，故往往难以挖掘风险样本。得益于对类别分布、错分代价均

不敏感，艁艕艃等价于提高风险样本评分高于安全样本的概率，优化结果与风险

数据的数量无关，因此更适用于风险数据检测场景。类似地，医疗领域中病变

样本远少于正常样本，金融领域违约用户远少于守约用户，均可利用艁艕艃优化

方法以获得更符合期望的分类结果。另一方面，在推荐系统问题中，用户感兴

趣的商品数据显著小于总商品量，无法通过准确率刻画模型性能，而艁艕艃则可

通过衡量用户交互商品和未交互商品的排序性能，规避长尾效应对模型评估

的影响。艁艕艃的良好性质使其成为本世纪机器学习理论及方法的重要研究内

容，与艒艏艃舯艁艕艃相关的两条词条舨艁色艥艡 艕艮艤艥色 艃艵色艶艥般 艒艏艃 艡艮艡艬艹艳艩艳舩 已被收录于

由艉艃艍艌舰舲舯舰舴大会主席 艃艬艡艵艤艥 艓艡艭艭艵艴 等人编著，图灵奖得主艇艥良艦色艥艹 艈艩艮艴良艮、

著名嵌入算法艉艓艏艍艁艐提出者、艉艃艍艌舱舲舯舱舶大会主席艊良艨艮 艌艡艮艧艦良色艤、机器学习领

域著名期刊艍艡艣艨艩艮艥 艌艥艡色艮艩艮艧 艊良艵色艮艡艬前主编舨舲舰舱舰舭舲舰舲舰舩 艐艥艴艥色 艁舮 艆艬艡艣艨等人参与撰

写的机器学习百科全书中舨艓艡艭艭艵艴等般 舲舰舱舱舩。

由于艁艕艃指标的计算复杂度远高于错误率，那么能否在最小化错误率框架

下实现最大化艁艕艃呢？著名算法艓艵艰艰良色艴 艖艥艣艴良色 艎艥艴艷良色艫 舨艓艵艰艰良色艴 艖艥艣艴良色 艍艡艣艨艩艮艥舩

提出者之一，纽约艇良良艧艬艥 艒艥艳艥艡色艣艨负责人 艃良色艩艮艮艡 艃良色艴艥艳在其早期工作舨艃良色艴艥艳等般

舲舰舰舳舩中指出根据最小化错误率得出的模型可能在艁艕艃指标意义下为次优模型，

并由此确定了艁艕艃优化框架的必要性。目前学界内对于艁艕艃优化的相关算法及

理论已具有了一定积累。然而，艁艕艃指标针对有监督的二分类问题设计，无法

适用于半监督学习、多类别分类学习、以及多任务学习等实际应用中更为常见

的复杂场景。由于艁艕艃指标本身的特性，研究复杂场景下的艁艕艃优化问题除需

应对指标本身的局限性，还必然面临以下算法及理论层面的共性挑战：

舱舮 算法层面：艁艕艃优化目标函数引入正负样本逐对损失函数，损失与梯度

的计算复杂度大致为样本量平方规模，难以适用于基于艭艩艮艩舭艢艡艴艣艨的随机优化算

法。

舲舮 理论层面：在艁艕艃指标所诱导的替代损失函数中，求和项之间往往不满

足独立假设，传统学习理论中的泛化能力分析工具无法适用，且在深度学习框

架下的艁艕艃泛化理论在学界仍未有工作涉及。

随着近年来随着人工智能领域数据体量的飞速增长及人工智能领域应用的
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日益复杂化、多样化，现有艁艕艃优化算法的上述局限性势必愈发凸显。从理论

层面出发，如何构建面向复杂场景、复杂需求的艁艕艃优化算法框架成为亟需解

决的科学问题之一，可为机器学习基础理论提供新鲜血液。从实践层面出发，

艁艕艃优化面向长尾数据下的分类问题，是网络空间安全分析、生物信息学、智

能医疗等重大应用领域所面对的共性难题，而本文工作可促进艁艕艃优化理论及

方法在复杂场景下的普及，具有重要的应用赋能价值。

本章后续内容中首先进一步介绍与本文工作密切相关的现有研究基础，在

此基础上给出目前待解决的关键问题及本文研究内容，最后给出论文的组织形

式即各章节之间的联系。

舱舮舲 理论基础及研究现状

舱舮舲舮舱 ROC及AUC指标

操作特性曲线舨艒艥艣艥艩艶艥色 艏艰艥色艡艴艩艮艧 艃艨艡色艡艣艴艥色艩艳艴艩艣 艣艵色艶艥般 艒艏艃舩最早出现于信号

处理的研究工作中舨艅艧艡艮般 舱船舷舵舩，随后因其统计上的优良性质于上世纪末本世

纪初逐渐被机器学习领域学者关注舨艂色艡艤艬艥艹般 舱船船舷舻 艗良良艤艳 等般 舱船船舷舻 艂良艷艹艥色 等般

舱船船船舻 艍良艺艥色等般 舲舰舰舱舻 艈艡艮艤等般 舲舰舰舱舻 艃良色艴艥艳等般 舲舰舰舳舩。本节将依次介绍艒艏艃曲线、

艁艕艃指标的严格数学定义、数学性质，以及近年来面向复杂问题的艁艕艃拓展指

标研究现状。

下面给出艒艏艃及艁艕艃的严格定义。首先给出数据分布的基本定义。给定训

练样例(x, H)，其输入特征x为3维欧式空间中向量，即x ∈ R3，其类标H为舱或舭舱，

即H ∈ {−1, 1}。若H = 1，称该样例为正例；若H = −1，则称该样例为负例。此

外，记P为正例分布、N为负例分布。在此基础上给出两个必要指标：伪阳性

率舨艆艡艬艳艥 艐良艳艩艴艩艶艥 艒艡艴艥般 艆艐艒舩及真阳性率舨艔色艵艥 艐良艳艩艴艩艶艥 艒艡艴艥舩的定义。具体地，给

定分类阈值C及分类函数ℎ，通常将所有满足ℎ(x) > C的样本预测为正例，在此意

义下)%'ℎ (C)为正例x+的预测准确率，�%'ℎ (C)为错将负例x−预测为正例的概率，

数学上可分别表示为：

)%'ℎ (C) = P
x+
[ℎ(x+) > C] ,

�%'ℎ (C) = P
x−
[ℎ(x−) > C] .

舨舱舮舱舩

根据上述定义，操作特性曲线舨艒艥艣艥艩艶艥色 艏艰艥色艡艴艩艮艧 艃艨艡色艡艣艴艥色艩艳艴艩艣 艣艵色艶艥般 艒艏艃舩则

被定义为不同分类阈值C下，以)%'ℎ (C)为纵轴，�%'ℎ (C)横轴绘制而成的图像。
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图 1.1 ROC曲线及AUC

Figure 1.1 ROC curve and AUC

艒艏艃曲线下夹面积舨艁色艥艡 艕艮艤艥色 艴艨艥 色良艣 艃艵色艶艥般 艁艕艃舩即可表示为该曲线与G = 0, G =

1, H = 0围成的面积，数学上可表为：

�*� ( 5 ) =
∫ 1

0
)%'ℎ

(
�%'−1

ℎ (C)
)
3C 舨舱舮舲舩

下面对艁艕艃、艒艏艃的性质进行进一步介绍。首先考虑一种更为直观的艁艕艃

等价形式化。具体来说， 舨艈艡艮艬艥艹 等般 舱船舸舲舩 指出，艁艕艃指标等价于正例样本

根据ℎ获得的得分高于负例样本获得的得分的概率，根据此结论，可将得分函

数ℎ(·)对应的艁艕艃指标表为：

�*� (ℎ) = 1 − E
x∼P

[
E
x′∼N
[ℓ0−1 ( 5 (x, x ′))]

]
, 舨舱舮舳舩

其中， 5 (x, x ′)为正负例分差即 5 (x, x ′) = ℎ(x) − ℎ(x ′) ； ℓ0−1为舰舭舱损失函数，

即ℓ0−1(G) = � [G < 0]。当正负例排序错误时正例得分低于负例，ℓ0−1( 5 (x, x ′)) =

1；反之排序正确，有ℓ0−1( 5 (x, x ′)) = 0。由此不难得出艁艕艃数值即为正例负例得

分排序的准确率，因此艁艕艃对得分排序性能也有很好的刻画能力，在推荐、检

索、二分排序等问题中被广泛采纳。除此之外，舨艆艡艷艣艥艴艴般 舲舰舰舶艡舩等工作还指出，

艁艕艃对得分函数的取值大小、类别分布、错分代价等因素均有良好的稳健性，

相比于传统的总体错误率指标更适合作为类不平衡舯长尾数据分布下的分类器度

量指标。

舴



第舱章 引言

正如机器学习百科全书中舨艓艡艭艭艵艴 等般 舲舰舱舱舩所述，如何度量多类别问题中

的艒艏艃、艁艕艃性能是该领域中的一大开放问题。伴随着上世纪末艁艕艃舯艒艏艃被引

入机器学习领域，学术界陆续涌现出一批关于多分类艁艕艃指标的探索工作。此

类相关中作通过两类方式构造多类别下的艁艕艃度量。第一种方式认为二类艒艏艃

曲线的多类拓展可表示为高维曲面。因此，可将艁艕艃自然地推广为艒艏艃曲面下

体积（艖艕艓）舨艍良艳艳艭艡艮般 舱船船船舻 艆艥色色艩等般 舲舰舰舳舩。然而，高维空间体积的计算复杂

度极高，计算#个样本和#�类艖艕的时间复杂度可达$ (# log # + # b#�/2c)，空间

复杂度可达$ (# b#�/2c)。另一种方式则更加简单，直接取多对二分类艁艕艃 舨艈艡艮艤

等般 舲舰舰舱舻 艐色良艶良艳艴等般 舲舰舰舳舻 艈良艮艺艩艫等般 舲舰舰船舻 艙艡艮艧般 舲舰舰船舩的平均值以定义多类艁艕艃。

该方法的核心思想是：如果每一类别对的分布能够很好地分离，模型即可达到

较好性能。由于该策略摆脱高维空间的计算，从而大大降低计算复杂度。由于

其简单性，代表性工作舨艈艡艮艤等般 舲舰舰舱舩中提出的艍度量已经被许多机器学习软件

所采用，如python中的sklearn和R中的pROC等。最近，舨艗艡艮艧 等般 舲舰舲舰舩进一步

给出了多类艁艕艃度量的在线扩展，以解决流式数据中的概念漂移问题。

除多类别问题上的拓展，学术界近期也涌现出部分其他维度上的艁艕艃指标

拓展工作。舨艄良艤艤等般 舲舰舰舳舻 艗艡艬艴艥色般 舲舰舰舵舻 艙艡艮艧等般 舲舰舱船艡舩对艒艏艃曲线下部分艔艐艒，

艆艐艒取值范围构成的面积进行了理论与实证研究；舨艍艡艵色艥色 等般 舲舰舲舰舩则进一步给

出了加权艁艕艃的理论性质；舨艊艡艳艫良艷艩艡艫等般 舲舰舲舰舩进一步给出了聚类场景下艁艕艃的

拓展定义。

与纯粹的指标分析研究不同，本文主要关注如何在艁艕艃引导下构造艅艒艍问

题并完成模型优化，下文将进一步对艁艕艃优化中的基础理论及相关工作进行详

细论述。

舱舮舲舮舲 有监督二分类AUC优化

经验风险最小化舨艅艭艰艩色艩艣艡艬 艒艩艳艫 艍艩艮艩艭艩艺艡艴艩良艮般 艅艒艍舩框架是机器学习的核心

范式。该框架旨在通过最小化训练集上的特定损失函数获得理想的模型。而损

失函数的选择依赖于决策者所选择的模型性能度量指标，不同度量指标可诱导

出不同的损失函数进而推演出不同的经验风险最小化问题。传统的机器学习方

法主要基于最小化错误率（最大化准确率）指标进行算法设计。不同于此类方

法，本文主要聚焦于艁艕艃诱导的艅艒艍问题。鉴于此，本节介绍有监督二分类条

件下由艁艕艃诱导的经验风险最小化舨艅艭艰艩色艩艣艡艬 艒艩艳艫 艍艩艮艩艭艩艺艡艴艩良艮般艅艒艍舩 相关研究
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工作。首先给出艅艒艍的基本范式，随之介绍近二十年来艁艕艃优化方面的主要成

果，最后给出艁艕艃优化学习理论方面的研究进展。

回顾式 舨舱舮舳舩中内容，艁艕艃正比于分类器进行正负例正确排序的概率，而由

于艅艒艍框架主要考虑最小化问题，因此首先将艁艕艃转化为损失形式。具体地，

定义期望风险：

'%# (ℎ) = 1 − �*� (ℎ) = E
x∼P

[
E
x′∼N
[ℓ0−1 ( 5 (x, x ′))]

]
. 舨舱舮舴舩

由此，最大化�*� (ℎ)即可与最小化'%# (ℎ)一一对应。由于目标函数中设计离散

的舰舭舱函数ℓ0−1，因此'%# (ℎ)的最小化问题显然为一组合优化问题，艅艒艍框架中

引入可微代理损失 舨艳艵色色良艧艡艴艥 艬良艳艳 艦艵艮艣艴艩良艮舩 ℓ 代替0 − 1损失函数。此时得到替代

期望风险函数：

'ℓ%# (ℎ) = E
x∼P

[
E
x′∼N
[ℓ ( 5 (x, x ′))]

]
. 舨舱舮舵舩

进一步，由于'ℓ
%#
(ℎ)计算需要对于分布P ,N求取期望，而实际应用中样本期望

一般不可能获得，因此需进一步通过给定训练样本上的统计量对代理期望风险

进行估计。具体地，令采样过程中样例输入及类标的联合分布为?(x, H)，则通

过以下采样过程获得训练样本：

X% = {x8}=%8=1
8.8.3∼ ?% (x) = P [x |H = 1] ,

X# = {x ′:}
==
:=1

8.8.3∼ ?% (x ′) = P [x ′ |H = −1] ,
舨舱舮舶舩

其中=?, ==分别为正例及负例样本个数；?%, ?# 分别表示正例及负例样本的条

件分布。在此基础上通过训练集上的均值估计总体期望，得到替代经验风险损

失：

'̂ℓ%# (ℎ) =
1

=?==

∑
x∈X%

∑
x′∈X#

ℓ ( 5 (x, x ′)) . 舨舱舮舷舩

此时即可获得艁艕艃优化对应的近似优化问题：

argmin
ℎ∈H

'̂ℓ%# (ℎ), 舨舱舮舸舩

其中H 为所选定的假设空间，由模型类型（决策树、神经网络、线性模型等），

以及正则化项决定。由于模型通常由参数确定，设模型ℎ的参数为w，并记此时

模型为ℎw，并设参数选自集合W，则可将式 舨舱舮舸舩等效转化为式 舨舱舮船舩舺

argmin
w∈W

'̂ℓ%# (ℎw), 舨舱舮船舩

舶



第舱章 引言

对于艁艕艃优化动机的理论依据主要来自于早期研究舨艃良色艴艥艳 等般 舲舰舰舳舩，该工

作指出虽然在期望意义下艁艕艃可大致反比于错误率，但由于在不均衡分布或

较大错误率下最小化错误率得到的艁艕艃方差显著，因此在有限样本情况下最大

化艁艕艃无法通过最小化错误率替代。在此项研究发表后，艁艕艃优化研究开始活

跃于机器学习领域。

在本世纪初，艁艕艃优化工作主要聚焦于不同的艅艒艍及建模方式。舨艁艬艡艮 等般

舲舰舰舴舻 艃艡艬艤艥色艳 等般 舲舰舰舷舻 艙艡艮 等般 舲舰舰舳舩 基于分类文中最为常见的艬良艧艩艴损失 ℓ(C) =

log (1 + exp(−C))构建了直接艁艕艃优化问题。舨艆色艥艵艮艤 等般 舲舰舰舳艡舩则在艂良良艳艴艩艮艧框架

下给出了将艁艕艃优化形式化为艒艡艮艫艂良良艳艴问题进行模型集成，根据艢良良艳艴艩艮艧理论

的基本性质易知该模型可以有效最小化基于指数损失ℓ(C) = exp(−C)的艁艕艃替代

经验风险。艊良艡艣艨艩艭艳等人将艁艕艃优化问题视为结构化输出 舨艓艴色艵艣艵艴艵色艥艤 艏艵艴艰艵艴艳舩问

题的一个特例，并基于艓艴色艵艣艴艓艖艍框架实现了该优化问题舨艊良艡艣艨艩艭艳般 舲舰舰舵般 舲舰舰舶舩，

由艓艖艍的基本性质，此类方法对应拓展的艨艩艮艧艥替代损失函数ℓ(C) = max(1 −

C, 0)的最小化。

舲舰舱舰年后艁艕艃优化方法的相关工作主要聚焦于艁艕艃优化问题的效率提升及

在复杂问题中的拓展。首先，为适应大数据分析，研究人员开始探索艁艕艃在线

优化方法。舨艚艨艡良等般 舲舰舱舱舩通过缓冲池取样技术进行这一方向的初步尝试。 舨艇艡良

等般 舲舰舱舳舩提供一种基于平方代理损失的流数据单次艁艕艃优化方法以适应流式数

据中的艁艕艃优化问题。最近，舨艙艩艮艧 等般 舲舰舱舶舩将基于平方损失的随机艁艕艃最大

化问题转化为一个随机鞍点问题。该鞍点问题的目标函数只涉及实例损失项的

求和，从而大幅减少成对优化算法的计算负担。舨艎艡艴良艬艥 等般 舲舰舱舸般 舲舰舱船舩进一步

优化了该框架的收敛速度。考虑到艁艕艃面积无法聚焦于艒艏艃曲线对应的局部区

域性能，舨艎艡色艡艳艩艭艨艡艮 等般 舲舰舱舳艢般艣舩 结合艓艴色艵艣艴艓艖艍中的割平面算法舨艃艵艴艴艩艮艧 艐艬艡艮艥

艍艥艴艨良艤舩 对特定艆艐艒区间下的偏艁艕艃 舨艐艡色艴艩艡艬 艁艕艃舩进行了直接优化。舨艓艨艥艮 等般

舲舰舲舰舩进一步考虑了可拒识的艁艕艃优化方法。

舱舮舲舮舳 AUC优化框架学习理论研究

除艁艕艃优化的方法研究之外，不少研究工作也对艁艕艃优化框架相关的学习

理论问题进行了系统研究。主要从两个方向进行研究，第一个方向主要研究由

引入不同替代损失导致的系统误差，即不同替代损失的舜艳艨艥色一致性问题。记

最小化真实期望风险函数'%# (ℎ)得到的贝叶斯最后分类器为 5 ★
�*�
，记最小化替

舷



面向复杂场景的艁艕艃优化理论、方法及应用

代期望风险函数'ℓ
%#
(ℎ)得到的分类器为 5 ★

ℓ
，则称替代损失函数ℓ与艁艕艃指标是

舨舜艳艨艥色舩一致的，当且仅当对于任意函数列{ℎ:}:以及任意数据分布舺

ℎ: → 5 ★ℓ =⇒ ℎ: → 5 ★. 舨舱舮舱舰舩

直观而言，式 舨舱舮舱舰舩优化舜艳艨艥色一致的损失函数可在渐近意义下得到贝叶斯最优

分类器舨艍良艨色艩 等般 舲舰舱舸舩。在此研究方向中作为著名的研究当属舨艇艡良 等般 舲舰舱舵舩，

该工作首先将错误率一致性分析中的主要工具——广义校正舨艧艥艮艥色艡艬艩艺艥艤 艣艡艬艩艢色艡舭

艴艩良艮舩条件引入艁艕艃最优化框架中，给出了该条件在艁艕艃指标下的拓展，进一步

证明该条件是一致性的必要非充分条件，最后给出了艁艕艃一致性的一个简单充

分条件。 舨艇艡良等般 舲舰舱舳舩则进一步巧妙地证明了平方损失的一致性。

第二个研究方向主要研究由引入训练集估计而导致的系统误差，即不同算

法的泛化误差误差。在泛化误差分析中，主要关注期望损失'ℓ
%#
(ℎ)与经验损

失'̂ℓ
%#
(ℎ)之间的差异上界随训练样本量增大收敛于舰的速率。该速率越快则说

明艅艒艍可在越少样本情况下完成期望风险的优化。进行艁艕艃优化的泛化分析的

挑战在于求和项之间往往不满足独立假设，传统学习理论中基于艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复

杂度的理论框架舨艍良艨色艩 等般 舲舰舱舸舩无法直接适用。鉴于此，舨艁艧艡色艷艡艬 等般 舲舰舰舵舩通

过拓展艖艃维的定义对艁艕艃的泛化性能解进行了系统分析。具体地若，得分函

数ℎ限定于某假设空间H，则在该空间最大的泛化偏差|'ℓ
%#
(ℎ) − '̂ℓ

%#
(ℎ) |以大概

率满足以下上界：

sup
ℎ∈H

��'ℓ%# (ℎ) − '̂ℓ%# (ℎ)�� ≤ $ (√(
=? + ==
=?==

· Comp(H)
))
. 舨舱舮舱舱舩

其中Comp(H)为由艖艃维诱导的假设空间H复杂度度量，具体细节可见原

文。考虑到艖艃维仅适用于二值输出的分类器限制了假设空间的灵活性， 舨艃艬苩舭

艭艥艮苧良艮 等般 舲舰舰舸舩进一步通过拓展对称化技术给出了基于艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复杂度度量

的艁艕艃替代损失泛化性能上界。舨艕艳艵艮艩艥色 等般 舲舰舰舶舻 艒艡艬艡艩艶良艬艡 等般 舲舰舱舰舩则基于依

赖图及其染色问题将艁艕艃估计中的非独立项分解为若干独立项，建立了基于染

色艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复杂度并进一步完善了艁艕艃优化问题的泛化性能界。舨艕艳艵艮艩艥色 等般

舲舰舰舵舩指出艁艕艃指标为艕统计量舨艋良色良艬艹艵艫 等般 舲舰舱舳舩的特例，并通过艕统计量的性

质构造了在一定条件下更为紧致的上界。最近的一项工作舨艍艡艵色艥色等般 舲舰舱船舩则给

出了弱交互函数舨艷艥艡艫 艩艮艴艥色艡艣艴艩艶艥 艦艵艮艣艴艩良艮艳舩的艁艕艃泛化界。
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概括而言，在二分类方向的艁艕艃方法及理论已经趋于成熟。但由于艁艕艃指

标自身定义的限制，其在半监督、多分类等复杂应用方面的拓展研究均处于早

期阶段。下面分别对半监督、多分类相关研究进行简要论述并总结其局限性。

舱舮舲舮舴 半监督AUC优化

相比于全监督条件下的艁艕艃研究，半监督条件下的艁艕艃优化研究尚处于早

期阶段。文献舨艓艡艫艡艩 等般 舲舰舱舸舻 艘艩艥 等般 舲舰舱舸艡舩对离线情况下的半监督艁艕艃优化进

行了系统研究，文献舨艘艩艥等般 舲舰舱舸艢舩对在线条件下的半监督艁艕艃优化进行了系统

研究。由于本文主要考虑离线条件下的艁艕艃优化，因此下面针对舨艓艡艫艡艩等般 舲舰舱舸舻

艘艩艥等般 舲舰舱舸艡舩进行进一步介绍。

相比于全监督情况，半监督条件下数据集中还存在未标注数据X*，其生成

过程如下舺

X* = {G̃ 9}=D9=1
8.8.3∼ ?(x) = \% · ?% (x) + \# · ?# (x), 舨舱舮舱舲舩

其中\ ?, \#分别表示P [H = 1], P [H = −1]即正类和负类的先验概率。显然，引入

未标注样集X*使期望损失'%#0−1无法直接计算。以下讨论如何在半监督条件下估

计真实期望风险'%#0−1。首先构建辅助风险损失函数'
%*
0−1与'

*#
0−1如下：

'%*0−1 = E
x∼P

[
E
x̃∼U
[ℓ0−1 ( 5 (x, x̃))]

]
,

'*#0−1 = E
x̃∼U

[
E
x′∼N
[ℓ0−1 ( 5 (x̃, x ′))]

]
.

舨舱舮舱舳舩

'%*0−1与'
*#
0−1分别表示正例得分低于未标注样例的概率，以及未标注样例得分低

于负例的概率。舨艓艡艫艡艩等般 舲舰舱舸舩证明，在可对\%, \#进行较好估计的前提下，可

由'%*0−1 , '
*#
0−1估计出全监督损失'

%#
0−1（同理替代风险间也满足该关系）。舨艘艩艥 等般

舲舰舱舸艡舩进一步证明，即便在无法估计\%, \#条件下，'%#0−1亦可分别由'
%*
0−1及'

*#
0−1线

性表示，其数学形式可表为：

'%#0−1 =
1
\=
'%*0−1 −

1
2
·
\ ?

\=
, 舨舱舮舱舴舩

'%#0−1 =
1
\ ?
'*#0−1 −

1
2
· \=
\ ?
. 舨舱舮舱舵舩

该结论表明， '%#0−1数值同时正比于'
%*
0−1及'

*#
0−1，因此，可在未知类别分布先

验\ ?, \=的情况下通过优化'
%*
0−1、'

*#
0−1优化'

%#
0−1。

在舨艓艡艫艡艩等般 舲舰舱舸舻 艘艩艥等般 舲舰舱舸艡舩提出的框架中，虽可给出'%*0−1、'
*#
0−1及'

%#
0−1

之间的线性关系，但该关系仅在期望意义上成立。而在实际半监督问题中，已
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标注样本通常十分有限，且艁艕艃优化艅艒艍的样本复杂度通常高于基于最小化错

误率的方法，因此在样本层面模型的泛化性能仍然较为有限。

舱舮舲舮舴舮舱 多类别AUC优化

另一个与本文密切相关的问题是多分排序，该问题是二分排序问题的一个

自然扩展。在多分排序中，偏序关系可以表示为两个以上的离散值。目前，已

有许多工作关注多分排序问题的艁艕艃优化方法和理论 舨艕艥艭艡艴艳艵等般 舲舰舱舴舻 艇艡良等般

舲舰舱舸舻 艃艬苩艭艥艮苧良艮等般 舲舰舱舳般 舲舰舱舷舻 艒艡艪艡色艡艭等般 舲舰舰舵舩。然而，只有各类存在语义上

的次序关系时，多分排序方法才能解决多分类问题。如，年龄估计任务可以被

视为多分排序问题，类标签是人的年龄；电影分级预测也可以被视为多分排序

问题，类标签是电影的分级。与多分排序问题不同，本文关注一般性多分类问

题。在一般性的多分类问题中，不同的标签表示不同的语义概念，并无明确顺

序关系。因此，多分排序的相关方法不能适用于本文的问题设定。

舱舮舳 本文工作

舱舮舳舮舱 研究内容

面向复杂场景下的艁艕艃优化问题，本文聚焦于如下关键问题：

• 现有半监督艁艕艃优化算法主要考虑单一模型的优化问题，泛化能力有限，

无法适用于标注严重不足的情况。相比之下，学习论研究 舨艓艣艨艡艰艩色艥等般 舱船船舸舩指

出艢良良艳艴艩艮艧算法由于可隐式优化艭艡色艧艩艮函数，可在集成多个弱分类器的条件下不

易产生过拟合现象，更加适用于所面临的场景。而关于如何在半监督艁艕艃的复

杂设定下构建艢良良艳艴艩艮艧算法的研究相对较为空白。因此如何在艢良良艳艴艩艮艧框架下构

建更为高效、泛化能力更强的半监督艁艕艃优化方法是本文所需面对的一大关键

问题。

• 机器学习领域著名期刊艍艡艣艨艩艮艥 艌艥艡色艮艩艮艧 艊良艵色艮艡艬前主编舨舲舰舱舰舭舲舰舲舰舩 艐艥艴艥色

艁舮 艆艬艡艣艨等人在机器学习百科全书中指出舨艓艡艭艭艵艴等般 舲舰舱舱舩艒艏艃分析的一大开放

问题来自于其多分类拓展。一方面，由于艒艏艃舯艁艕艃仅面向二分类问题有明确定

义，如何进行多分类艒艏艃舯艁艕艃分析这一问题本身就具有极大的挑战性。另一方

面，由二分类到多分类问题，艁艕艃计算复杂度将显著增加，算法设计和分析难

度显著加大。相比之下，现有的少数与多分类艁艕艃优化相关的研究工作往往仅

考虑类别之间有层级比较关系的情况，无法适用于一般意义上的多分类问题。
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因此，如何在一般的多分类问题意义下建立高效的艁艕艃优化方法以及系统的理

论分析，是艁艕艃优化领域亟待解决的另一个关键问题。

• 随着机器学习领域面对问题的日益复杂化，机器学习模型往往需要同时

面对多个任务，传统的单任务学习范式已无法再满足对学习效率需求，多任务

联合学习范式则正在成为一种普遍化需求。而艁艕艃优化在此场景下的研究工作

相对较为空白，如何在此场景下构造艁艕艃优化算法有待系统研究。另外，多任

务学习领域著名学者杨强在其综述 舨艚艨艡艮艧 等般 舲舰舱舷舩 中指出艷艨艥艮 艴良 艳艨艡色艥是多任

务的三大关键挑战之一。更为具体的，当无关任务之间的模型共享会使模型更

易过拟合产生所谓的负迁移问题舨艋艡艮艧等般 舲舰舱舱舩。因此，如何显式规避负迁移是

进行多任务艁艕艃优化所必然面对的关键挑战。

舱舮舳舮舲 主要贡献

本文主要贡献总结如下：

• 针对半监督场景，提出一种基于艢良良艳艴艩艮艧的无先验半监督艁艕艃优化模型集

成方法。首先，就艁艕艃带来的额外计算复杂度设计了高效的加速算法，使更新

单个弱分类器的时间复杂度由平方规模降至线性规模。在算法收敛速率方面，

证明训练集误差随弱分类器个数增加以接近几何速率快速收敛。在算法泛化误

差性能方面进行了系统的理论分析，首先根据半监督艁艕艃优化目标函数自身特

点构造半监督艁艕艃优化的艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复杂度；其次，针对该复杂度特性提出一

种广义最大值不等式；最终给出在模型集成意义下的半监督艁艕艃优化泛化误差

上界，所得结果较现有结论舨艓艡艫艡艩等般 舲舰舱舸舩更为紧致。

• 针对多分类场景，提出多类别艁艕艃优化框架并进行理论分析。首先对比

了不同的多分类艁艕艃拓展指标，并采纳舨艈艡艮艤 等般 舲舰舰舱舩中提出的艍度量作为多

分类艁艕艃指标。在此基础上构建了对应的替代经验风险最小化问题，并就一致

性和泛化能力方面展开了系统的理论分析。一致性方面，首次证明指数损失、

艬良艧艩艴损失、平方损失、铰链损失等损失函数相对于多分类艁艕艃指标在特定假设

下均具有一致性；泛化能力方面，基于艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复杂度及覆盖数对深度全连

接网络及深度卷积网络在多分类艁艕艃优化框架下的泛化性能上界进行了系统分

析。最后，针对多分类艁艕艃优化的可拓展性进行了系统的改进，为铰链损失、

平方损失以及指数损失提供了高效的损失及梯度计算的加速算法。所提加速算

法已在阿里部分内容安全场景上线，日均调用频率超过 舱亿次。
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• 针对多任务场景，提出面向个性化属性预测问题的多任务艁艕艃优化方法。

聚焦于个性化属性标注预测问题，将每个用户的标注预测问题视为不同的任务，

形成多任务模型。进一步基于主流用户共识、用户群体聚类和个性化三级要素

提供多任务模型参数的层级化分解表达形式；在此基础上构造对应的艁艕艃优化

问题，采用近端梯度下降法求解模型参数，为群体要素的近端算子推导出闭式

解，并进一步设计一种基于艁艕艃的加速计算方法；最后，对方法收敛性和泛化

能力进行系统的理论分析，并在模拟数据集和真实属性标注数据中验证所提方

法的有效性。

• 进一步针对多任务中的负迁移问题，提出一种任务舭特征协同学习框架。

通过异构二分图的谱图论性质，提出一种可促进任务舭特征协同分组的块对角

谱正则约束，并形成基础模型。在该模型中，知识共享仅存在于分组内，而在

组间的知识迁移则被块对角结构自动阻断，由此实现负迁移的抑制。并根据该

正则化项形成任务舭特征协同学习的非凸非光滑目标函数。在此基础上提出一种

类近端梯度优化方法交替求解模型中的参数。进一步通过理论分析证明本文所

提出的优化算法可在保障所求非凸问题全局收敛性质的同时保障块对角结构的

有效恢复。最后，将所提出框架应用于个性化属性学习任务中通过所提出的任

务舭特征协同学习框架构造了多任务艁艕艃优化问题。

舱舮舳舮舳 组织结构

全文剩余部分组织如图舱舮舲所示，下面给出简要总结：

• 第舲章研究艢良良艳艴艩艮艧理论下的半监督艁艕艃优化方法。通过权重解耦策略，提

出了高效的艢良良艳艴艩艮艧算法，其单次迭代具有线性复杂度。在此基础上，对所提出

算法的收敛速率及泛化性能进行了理论分析。在舱舷个真实数据集上进行实验分

析，结果证明所提方法能有效提升半监督条件下模型的艁艕艃性能。

• 第舳章对多分类场景下的艁艕艃优化展开了系列研究。提出了多分类艁艕艃优

化的经验风险最小框架，并针对不同替代损失设计计算加速算法。从理论角度

出发，对一致性及泛化能力展开进一步分析。在舱舱个真实数据集上进行实验分

析，结果证明所提方法能有效提升多分类条件下模型的艁艕艃性能。

• 第舴章以个性化属性学习为应用，研究多任务场景下的艁艕艃优化方法拓

展。将用户标注为行为建模为多任务问题，提出任务参数的层级模型因子分解，

联合艁艕艃优化损失形成目标函数。在此基础上，构造优化方法并研究器收敛性
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图 1.2全文组织结构

Figure 1.2 Organization of this paper

质。最终在艳艵艮与艳艨良艥艳 两个个性化属性学习数据集上验证模型性能，所提出算

法较现有算法可产生显著性能及效率提升。

• 第舵章在第舴章基础上研究多任务的负迁移理论。提出特征舭任务协同学习

框架，通过块对角约束抑制不相关任务舭特征间的迁移。在此基础上研究优化算

法的收敛性质及结构恢复保障。最后将所提算法应用于个性化属性学习问题中。

最终在仿真数据集及艳艵艮与艳艨良艥艳 两个个性化属性数据集上对所提出算法性能进

行了验证。

• 第舶章对全文进行总结，并就多任务、多分类、以及局部面积优化问题对

未来工作进行初步展望。
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第第第2章章章 基基基于于于Boosting的的的半半半监监监督督督AUC优优优化化化理理理论论论及及及方方方法法法

舲舮舱 引言

在早期的机器学习研究中，往往采用最小化错误率的理念设计模型和优化

算法。那么能否在最小化错误率的框架下实现最大化艁艕艃的目的呢？舨艃良色艴艥艳等般

舲舰舰舳舩指出根据最小化错误率得出的模型可能在艁艕艃指标意义下为次优模型，因

此有必要直接针对艁艕艃指标设计优化方法。在此项工作之后的近二十年内，涌

现出了大批艁艕艃优化的相关研究舨艁艬艡艮等般 舲舰舰舴舻 艃艡艬艤艥色艳等般 舲舰舰舷舻 艆色艥艵艮艤等般 舲舰舰舳艡舻

艊良艡艣艨艩艭艳般 舲舰舰舵般 舲舰舰舶舻 艙艩艮艧等般 舲舰舱舶舻 艎艡艴良艬艥等般 舲舰舱舸舻 艁艧艡色艷艡艬等般 舲舰舰舵舻 艃艬苩艭艥艮苧良艮

等般 舲舰舰舸舻 艕艳艵艮艩艥色 等般 舲舰舰舵般 舲舰舰舶舻 艒艡艬艡艩艶良艬艡 等般 舲舰舱舰舻 艌艹艵 等般 舲舰舱舸舻 艇艡良 等般 舲舰舱舳舻

艁艧艡色艷艡艬般 舲舰舱舴舻 艇艡良等般 舲舰舱舵舩。

绝大多数的艁艕艃优化相关研究局限于处理数据标注全部已知的情况，无法

适用于数据中存在未标注样本的半监督学习场景。在近期的工作中，已有部分

研究聚焦于半监督艁艕艃优化问题。舨艆艵艪艩艮良 等般 舲舰舱舶舩通过对未标注数据的分布函

数建模构造了生成模型并由此构造了半监督艁艕艃优化方法。舨艓艡艫艡艩等般 舲舰舱舸舩首次

基于艐艕 舨艐良艳艩艴艩艶艥 艕艮艬艡艢艥艬艥艤舩 学习框架推导出一个艁艕艃的无偏估计，并结合有监

督艁艕艃和艐艕学习提出一种半监督艁艕艃学习框架。该框架无需预生成未标记样本

的伪标签，但需预先估计样本正负类的先验概率以对未标记样本进行加权，在

已标记样本数量较小的情况下仍然存在局限性。舨艘艩艥 等般 舲舰舱舸艡舩进一步指出在舰舭

舱损失意义下，无需任何先验分布信息也可由未标记样本估计艁艕艃风险。舨艘艩艥

等般 舲舰舱舸艢舩在文献舨艘艩艥等般 舲舰舱舸艡舩的基础上进一步实现了半监督艁艕艃的随机优化方

法。

目前，半监督艁艕艃优化已取得了初步的成功。但现有半监督艁艕艃优化方法

仅针对单个线性模型进行设计，对更为复杂的模型则缺乏考虑。鉴于此，本章

主要研究基于模型集成的半监督艁艕艃优化算法并对其性质进行了系统的理论分

析，以期通过融合多个弱学习器突破现有方法的瓶颈。具体而言，本章的主要

贡献如下：

舱舮 提出一种基于艢良良艳艴艩艮艧的无先验半监督艁艕艃优化模型集成方法，并就其

效率瓶颈设计了高效的加速算法，大幅降低了更新单个弱分类器的时间舯空间复
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杂度。

舲舮 在算法收敛速率方面，证明训练集误差随弱分类器的增加以指数速度迅

速衰减。

舳舮 在算法泛化误差性能方面进行了系统的理论分析，首先根据半监督艁艕艃

优化目标函数自身特点构造了半监督艁艕艃优化的艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复杂度；其次，针

对该复杂度特性提出一种广义最大值不等式；最终给出了首个在模型集成意

义下的半监督艁艕艃优化泛化误差上界，并获得了比现有半监督艁艕艃优化泛化

界舨艓艡艫艡艩等般 舲舰舱舸舩更为紧致的结果。

本章在舱舶个标准数据集进行了系统的实验分析，实验结果表明本章算法在绝大

多数情况下，可在舰舮舰舵显著水平下优于其他对比方法。

舲舮舲 相关工作

在介绍本章主要工作前，本章先就所涉及的既往工作及其必要技术细节进

行简要回顾，舲舮舲舮舱小节进一步延伸至半监督艁艕艃优化方法舨艓艡艫艡艩等般 舲舰舱舸舻 艘艩艥等般

舲舰舱舸艡舩，随后在舲舮舲舮舲小节中回顾本章所基于的模型集成框架艒艡艮艫艂良良艳艴舨艆色艥艵艮艤

等般 舲舰舰舳艢舩。注意有监督艁艕艃优化已在引言中提及，此处不再赘述，下文将沿

用引言中所用的符号。

舲舮舲舮舱 半监督AUC优化

相比与全监督条件下的艁艕艃研究，半监督条件下的艁艕艃优化研究尚处于早

期阶段。文献舨艓艡艫艡艩 等般 舲舰舱舸舻 艘艩艥 等般 舲舰舱舸艡舩对离线情况下的半监督艁艕艃优化进

行了系统研究，文献舨艘艩艥等般 舲舰舱舸艢舩对在线条件下的半监督艁艕艃优化进行了系统

研究。由于本章主要考虑离线条件下的艁艕艃优化，因此下面针对舨艓艡艫艡艩等般 舲舰舱舸舻

艘艩艥等般 舲舰舱舸艡舩进行进一步介绍。

相比于全监督情况，半监督条件下数据集中还存在未标注数据X*，其生成

过程如下舺

X* = {G̃ 9}=D9=1
8.8.3∼ ?(x) = \% · ?% (x) + \# · ?# (x), 舨舲舮舱舩

其中\ ?， \#分别表示P [H = 1], P [H = −1]即正类和负类的先验概率。显然，引

入未标注样集X*使期望损失'%#0−1无法直接计算。下面讨论如何在半监督条件下
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估计真实期望风险'%#0−1。首先构建辅助风险损失函数'
%*
0−1与'

*#
0−1如下：

'%*0−1 = E
x∼P

[
E
x̃∼U
[ℓ0−1 ( 5 (x, x̃))]

]
'*#0−1 = E

x̃∼U

[
E
x′∼N
[ℓ0−1 ( 5 (x̃, x ′))]

] 舨舲舮舲舩

'%*0−1与'
*#
0−1分别表示正例得分低于未标注样例的概率，以及未标注样例得分低

于负例的概率。舨艓艡艫艡艩等般 舲舰舱舸舩证明，在可对\%, \#进行较好估计的前提下，可

由'%*0−1 , '
*#
0−1估计出全监督损失'

%#
0−1（同理替代风险间也满足该关系）。舨艘艩艥 等般

舲舰舱舸艡舩进一步证明，即便在无法估计\%, \#条件下，'%#0−1亦可分别由'
%*
0−1及'

*#
0−1线

性表示，其数学形式可表为：

'%#0−1 =
1
\=
'%*0−1 −

1
2
·
\ ?

\=
, 舨舲舮舳舩

'%#0−1 =
1
\ ?
'*#0−1 −

1
2
· \=
\ ?
. 舨舲舮舴舩

该结论表明，'%#0−1数值同时正比于'
%*
0−1及'

*#
0−1，因此可在未知类别分布先验\ ?, \=

的情况下通过优化'%*0−1、'
*#
0−1优化'

%#
0−1。同理于有监督情况下的艁艕艃优化近似问

题，舨艘艩艥等般 舲舰舱舸艡舩采用平方损失ℓB@ (C) = (1 − C)2作为替代损失构造如下替代风

险函数：

'̂
ℓB@

%#*
= W · '̂ℓB@

%#
(ℎ) 舨舲舮舵舩

+ (1 − W) ·
(
'̂
ℓB@

%*
(ℎ) + '̂ℓB@

*#
(ℎ) − 1

2

)
, 舨舲舮舶舩

舨舲舮舷舩

其中：

'̂
ℓB@

%#
(ℎ) = 1

=?==

=?∑
8=1

==∑
:=1

ℓB@

(
5

(
x (?)
8
, x (=)

:

))
舨舲舮舸舩

'̂
ℓB@

%*
(ℎ) = 1

=?=D

=?∑
8=1

=D∑
9=1

ℓB@

(
5

(
x (?)
8
, x (D)

9

))
舨舲舮船舩

'̂
ℓB@

*#
(ℎ) = 1

=D==

=D∑
9=1

==∑
:=1

ℓB@

(
5

(
x (D)
9
, x (=)

:

))
舨舲舮舱舰舩

在此基础上，进一步求解以下问题，即可得到舨艘艩艥等般 舲舰舱舸艡舩所提出的艓艁艍艕艌艔

算法：

argmin
ℎ∈H

'̂
ℓB@

%#*
(ℎ), 舨舲舮舱舱舩

由于平方损失的基本性质，该问题存在显式闭式解舨艣艬良艳艥艤舭艦良色艭 艳良艬艵艴艩良艮舩，具体

细节可见舨艘艩艥等般 舲舰舱舸艡舩，本章不再赘述。

舱舷



面向复杂场景的艁艕艃优化理论、方法及应用

舲舮舲舮舲 RankBoost算法的一般化框架

本小节介绍本章所采用的艒艡艮艫艂良良艳艴算法的一般化框架。考虑一般的逐对

排序学习问题，给定逐对比较数据集X?08A，对所有(G1, G2) ∈ X?08A，希望得

分 5 (G1)应尽可能大于 5 (G2)。 艒艡艮艫艂良良艳艴近似最小化以下形式的指数排序损失函

数实现该目标： ∑
(G1,G2) ∈X?08A

�0(x1, x2) · exp (− ( 5 (x1) − 5 (x2))) 舨舲舮舱舲舩

为实现模型集成，艒艡艮艫艂良良艳艴以迭代形式逐步学习多个弱学习器ℎ1, · · · , ℎ)，及

其权重U1, · · · , U)，并以弱学习器的加权投票形式作为其输出 5，即 5 (G) =∑)
8=1 U

CℎC (G)。艒艡艮艫艂良良艳艴的一般框架见算法 舱。

算法 1 艒艡艮艫艂良良艳艴模型一般化过程
输入: 模型输入^,_，弱分类器个数)

输出: 弱分类器权重 U1, · · · , U)，弱分类器ℎ1, · · · , ℎ)

初始化样本权重�0：

while C ≤ ) do

Step 1舺 根据权重�C，求解弱分类器ℎC获得其性能n C

Step 2舺 根据当前弱分类器性能n C，更新UC

Step 3舺 根据UC , ℎC计算归一化因子/̃ C 舺

/̃ C =
∑

(G1 ,G2) ∈X?08A

�C (x1, x2) · exp
(
−UC ·

(
ℎC (x1) − ℎC (x2)

) )
舨舲舮舱舳舩

Step 4舺 计算新一轮样本权重�C 舺

�C+1(x1, x2) =
�C (x1, x2) · exp (−UC · (ℎC (x1) − ℎC (x2)))

/̃ C
舨舲舮舱舴舩

C = C + 1

end while

生成最终模型 5 (x) = ∑)
8=1 U

C · ℎC (x)

与艡艤艡艢良良艳艴算法相同舨艆色艥艵艮艤 等般 舱船船舶舩，艒艡艮艫艂良良艳艴算法在每次迭代中根据上

一轮迭代产生的样本权重�C确定一个新弱学习器ℎ
C以及该学习器对应的模型权

重UC。随后，艒艡艮艫艂良良艳艴算法基于ℎC及UC为每个排序样例对(x1, x2)确定下一次迭

代的样本权重�C+1(x1, x2)。�C+1(x1, x2)，数值越大则该样例对对于下轮迭代模

型越为重要。由�C+1(x1, x2)更新过程可知，ℎC (x1) − ℎC (x2) > 0 模型输出与期

舱舸
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望序关系一致，此时对应的权重较小；反之，若ℎC (x1) − ℎC (x2) < 0 模型输出

与期望序关系不一致，�C+1(x1, x2)则有增大趋势。因此，随着迭代不断进行，

艒艡艮艫艂良良艳艴模型将逐步聚焦于难以正确排序的样例对，形成由易至难的自适应学

习过程。

舲舮舳 方法形式化

本章中针对式 舨舲舮舱舵舩及艒艡艮艫艂良良艳艴算法设计高效的半监督艁艕艃优化模型集

成算法。沿用舲舮舲舮舱中提及的理论完成半监督条件下的艁艕艃替代损失估计。由

于本章采用艒艡艮艫艂良良艳艴进行模型集成，因此将采用指数替代损失函数ℓexp(C) =

exp(−C)。记'̂ℓ4G?
%#

, '̂
ℓ4G?

%#*
, '̂

ℓ4G?

*#
为将式 舨舲舮舸舩、式 舨舲舮船舩、式 舨舲舮舱舰舩中的ℓB@替换为ℓexp所

得到的经验风险函数，给定模型假设空间H，本章求解由指数替代损失诱导出

的艁艕艃优化问题：

min
5 ∈H

(
W · '̂ℓ4G?

%#
( 5 ) + (1 − W)

2
·
(
'̂
ℓ4G?

%*
( 5 ) + '̂ℓ4G?

*#
( 5 )

) )
· exp(d ·

)∑
C=1

UC) 舨舲舮舱舵舩

其中exp(d ·∑)
C=1 U

C)为正则项，其作用可见定理 舲舮舳中的分析。

对于本章的目标函数而言，直接采用艒艡艮艫艂良良艳艴会造成$ ( |=?=D + =?== +

=D== |)的时间及空间复杂度，基本正比于训练样本量规模的平方，计算效率较

低。鉴于此，本章将针对式 舨舲舮舱舵舩设计高效的模型集成方法，其细节见算法 舲。

舲舮舳舮舱 PNUAUCBoost算法设计

样本权重解耦: 首先根据式 舨舲舮舱舵舩的形式，构造过程 舰 艳艴艥艰舴中�C的解耦方法，使

空间复杂度由O(=? · =D + =D · ==)降至 O(=? + =D + ==)。注意到式 舨舲舮舱舵舩中仅存在

三类样例对，分别为(x ′, x (D)
9
)、(x (D)

9
, x (=)

:
)及(x ′, x (=)

:
)。为同时将这三类样例对的

权重解耦，构造辅助权重

{l+, C
?,8
}=?
8=1, {l

−, C
D, 9
}=D
9=1, {l

+, C
D, 9
}=D
9=1,

{l−, C
=,:
}==
:=1, {a

+, C
?, 9
}=?
9=1, {a

−, C
=,:
}==
:=1

舨舲舮舱舶舩

并将�C表示为：

�C (x ′, x (D)
9
) = l+, C

?,8
· l−, C

D, 9
, 8 = 1, · · · , =?, 9 = 1, · · · , =D, 舨舲舮舱舷舩

�C (x (D)
9
, x (=)

:
) = l+, C

D, 9
· l−, C

=,:
, 9 = 1, · · · , =D, : = 1, · · · , ==, 舨舲舮舱舸舩

�C (x ′, x (=)
:
) = a+, C

?, 9
· a−, C
=,:
, 8 = 1, · · · , =?, : = 1, · · · , ==, 舨舲舮舱船舩

舱船
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基于上述解耦方式，进一步设计算法舰的具体实现细节。

权重初始计算：将初始值设为舺

l
+,0
?,8
=
�1

=?
, l

+,0
D, 9
=
�1

=D
, l

−,0
D, 9
=
�1

=D
,

l
−,0
=,:
=
�1

==
, a

+,0
?, 9
=
�2

=?
, a

−,0
=,:
=
�2

==

舨舲舮舲舰舩

其中 �1 =

(
1−W

2

)1/2
, �2 = (W)1/2。此时，对应的 �0(x ′, x (=)

:
) 恰为 W

=?==
，

�0(x ′, x (D)
9
)，�0(x (D)

9
, x (=)

:
) 恰为 1−W

2=?=D
， 1−W

2=D==
。记' 5 8= 为式 舨舲舮舱舵舩的目标函数，

有舺

' 5 8= =

( =?∑
8=1

=D∑
9=1

�0(x ′, x (D)
9
) exp

(
( 5 (x (D)

9
) − 5 (x ′)

)
+

=D∑
9=1

==∑
:=1

�0(x (D)
9
, x (=)

:
) exp

(
5 (x (=)

:
) − 5 (x (D)

9
)
)

+
=?∑
8=1

==∑
:=1

�0(x ′, x (=)
:
) exp

(
5 (x (=)

:
) − 5 (x ′)

) )
· exp(d ·

)∑
8=1

UC) 舨舲舮舲舱舩

因此上述初始权重设置方法可将算法中的样本权重引入目标函数中。

归一化因子的高效计算：进一步根据式 舨舲舮舱舷舩式 舨舲舮舱船舩中的解耦规则，实现并加

速过程 舰中式 舨舲舮舱舳舩的计算。对于'̂ℓ4G?
%#
相关计算，有：

=?∑
8=1

==∑
:=1

�C (x ′, x (=)
:
) exp

(
−UC (ℎC (x ′) − ℎC (x (=)

:
))

)
=

(
=?∑
8=1

a
+, C
?, 9
· exp

(
−UC · ℎC (x ′)

))
·
(
==∑
:=1

a
−, C
=,:
· exp

(
UC · ℎC (x (=)

:
)
))

舨舲舮舲舲舩

对于'̂
ℓ4G?

%*
及'̂

ℓ4G?

*#
，易得类似形式的分解。鉴于此，可将归一化因子的计算转化

为样例归一化因子的乘积之和。为简化数学表达，于下文中采用以下简写符

号：

ℎC?,8 = ℎ
C (x ′), ℎCD, 9 = ℎC (x

(D)
9
), ℎC=,: = ℎC (x

(=)
:
) 舨舲舮舲舳舩
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则该分解过程可表为：

/ C1 =

=?∑
8=1

l
+, C−1
?,8

· exp(−UℎC?,8), 舨舲舮舲舴舩

/ C2 =

=D∑
9=1

l
−, C−1
D, 9

· exp(UℎCD, 9), 舨舲舮舲舵舩

/ C3 =

=D∑
9=1

l
+, C−1
D, 9

· exp(−UℎCD, 9), 舨舲舮舲舶舩

/ C4 =

==∑
:=1

l
−, C−1
=,:

· exp(UℎC=,:), 舨舲舮舲舷舩

/ C5 =

=?∑
8=1

a
+, C−1
?,8

· exp(−UℎC?,8), 舨舲舮舲舸舩

/ C6 =

==∑
:=1

a
−, C−1
=,:

· exp(UℎC=,:), 舨舲舮舲船舩

/̃ C = / C1 · / C2 + / C3 · / C4 + / C5 · / C6 舨舲舮舳舰舩

样本权重更新： 与归一化因子/̃ C的化简相似，可根据式 舨舲舮舱舷舩舭式 舨舲舮舱船舩中的解

耦将算法舰式 舨舲舮舱舴舩中的权重更新过程转化为对解耦权重的更新过程：

l
+, C
?,8
=
l
+, C−1
?,8

exp(−UℎC
?,8
)

√
/̃ C

舨舲舮舳舱舩

l
−, C
D, 9

=
l
−, C−1
D, 9

exp(UℎC
D, 9
)

√
/̃ C

舨舲舮舳舲舩

l
+, C
D, 9

=
l
+, C−1
D, 9

exp(−UℎC
D, 9
)

√
/̃ C

舨舲舮舳舳舩

l
−, C
=,:

=
l
−, C−1
=,:

exp(UℎC
=,:
)

√
/̃ C

舨舲舮舳舴舩

a
+, C
?, 9

=
a
+, C−1
?,8

exp(−UℎC
?,8
)

√
/̃ C

舨舲舮舳舵舩

a
−, C
=,:

=
a
−, C−1
=,:

exp(UℎC
=,:
)

√
/̃ C

舨舲舮舳舶舩

模型权重UC的更新：首先通过以下引理给出损失函数的一个上界：

引理 舲舮舱. 当算法)次迭代结束后，有：

' 5 8= =

)∏
C=1

(
exp(dUC) · /̃ C

)
舨舲舮舳舷舩

证明. 见附录 艁舮舲 �

舲舱
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由以上引理，若在第C次迭代使exp(dUC) · /̃ C尽可能小，则最终将获得较为理想的

目标函数值。因此基于近似最小化exp(dUC) · /̃ C的原则设计UC , ℎC的更新方式。考

虑如下放缩，利用exp的凸性及艊艥艮艳艥艮不等式，∀G ∈ [−1, 1]有舺

exp(U · G) ≤ 1 + G
2
· exp(U) + 1 − G

2
· exp(−U), 舨舲舮舳舸舩

将弱分类器ℎC的输出值域限制于区间[0, 1]内，根据/̃ C定义及式 舨舲舮舳舸舩，可得：

/̃ C ≤
=?∑
8=1

=D∑
9=1

�C (x ′, x (D)
9
) k̃8, 9 +

=D∑
9=1

==∑
:=1

�C (x (D)
9
, x (=)

:
) k̃ 9 ,:

=?∑
8=1

==∑
:=1

�C (x ′, x (=)
:
) k̃8,:

, � (UC)

舨舲舮舳船舩

其中：

k8, 9 =
1 + ℎC

?,8
− ℎC

D, 9

2
· exp(−U) +

1 + ℎC
D, 9
− ℎC

?,8

2
· exp(U) 舨舲舮舴舰舩

k̃ 9 ,: =
1 + ℎC

D, 9
− ℎC

=,:

2
· exp(−U) +

1 + ℎC
=,:
− ℎC

D, 9

2
· exp(U) 舨舲舮舴舱舩

k̃8,: =
1 + ℎC

?,8
− ℎC

=,:

2
· exp(−U) +

1 + ℎC
=,:
− ℎC

?,8

2
· exp(U) 舨舲舮舴舲舩

根据上式对/̃ C的放缩，固定弱分类器模型ℎC，并求解UC使exp(d · UC)� (UC)最小

化。为便于数学上的表达，记：

ΔC =

=?∑
8=1

=D∑
9=1

�C (x ′, x (D)
9
)

2
· (ℎC?,8 − ℎCD, 9)

+
=D∑
9=1

==∑
:=1

�C (x (D)
9
, x (=)

:
)

2
· (ℎCD, 9 − ℎC=,:)

+
=?∑
8=1

==∑
:=1

�C (x ′, x (=)
:
)

2
· (ℎC?,8 − ℎC=,:) 舨舲舮舴舳舩

易证exp(d · UC) · � (UC)为关于UC的凸函数，因此为最小化该因变量仅需求

解：
3 [exp(d · UC)� (UC)]

3UC
= 0 舨舲舮舴舴舩

可解得UC为：

UC =
1
2

log
(

1 + ΔC
1 − ΔC

)
− 1

2
log

(
1 + d
1 − d

)
. 舨舲舮舴舵舩
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ΔC的高效计算：在计算UC过程中需要计算ΔC进而需要遍历所有的样例对权重�C。

因此ΔC的计算过程也是本算法的主要计算瓶颈之一。鉴于上文中提出的权重解

耦方法，同样可以给出ΔC的加速计算方式。由式 舨舲舮舱舷舩 舭式 舨舲舮舱船舩，有：

ΔC =

=?∑
8=1

6C?,8 · ℎC?,8 +
=D∑
9=1

6CD, 9 · ℎCD, 9 +
==∑
:=1

6C=,: · ℎC=,: 舨舲舮舴舶舩

其中：

6C?,8 = l
+, C
?,8
·
( =D∑
9=1

l
−, C
D, 9

)
+ a+, C

?, 9
·
( ==∑
:=1

a
−, C
=,:

)
舨舲舮舴舷舩

6CD, 9 = l
+, C
D, 9
·
( ==∑
:=1

l
−, C
=,:

)
− l−, C

D, 9
·
( =?∑
8=1

l
+, C
?,8

)
舨舲舮舴舸舩

6C=,: = −l
−, C
=,:
·
( =D∑
9=1

l
+, C
D, 9

)
− a−, C

=,:
·
( ==∑
:=1

a
+, C
?, 9

)
舨舲舮舴船舩

注意到上式中所有的权重求和项仅需计算一次，因此仅需O(#)时间复杂度即

可完成所有6C
?,8
, 6C
D, 9
, 6C
=,:
的计算。为便于后续计算，记M C ∈ R(=?+=D+==)×1为所

有6C
?,8
, 6C
D, 9
, 6C
=,:
拼接而成的列向量，并记NC ∈ R(=?+=D+==)×1为所有ℎC

?,8
, ℎC
D, 9
, ℎC
=,:
拼

接而成的列向量。根据符号M C ,NC，可将ΔC进一步简写为：

ΔC = (M C)>NC 舨舲舮舵舰舩

弱分类器模型ℎC的更新：给定UC ,ΔC，进一步反推出弱分类器ℎC的一个合理更新

规则。为此，构建以下引理：

引理 舲舮舲. 对于第C次算法迭代，若由式 舨舲舮舴舵舩更新UC，有

exp(dUC) · /̃ C ≤ exp(dUC) · � (UC) 舨舲舮舵舱舩

= exp
(
− !

(
1 + d

2
‖1 + Δ

C

2

))
舨舲舮舵舲舩

其中 !为二元相对熵，其定义为：

 ! (? | |@) = ? · log
(
?

@

)
+ (1 − ?) · log

(
1 − ?
1 − @

)
,

∀? ∈ [0, 1], @ ∈ [0, 1]
舨舲舮舵舳舩

证明. 见附录 艁舮舳。 �

由引理 舲舮舲可知，若通过式 舨舲舮舴舵舩更新UC，则可通过最大化

 !
(
(1 + d)/2| | (1 + ΔC)/2

)
舲舳
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近似实现/̃ C的最小化。与艒艡艮艫艂良良艳艴相同，本章采用决策树桩舨艆色艥艵艮艤 等般 舲舰舰舳艡舩

（艄艥艣艩艳艩良艮 艓艴艵艭艰）学习弱分类器，并将文献舨艆色艥艵艮艤等般 舲舰舰舳艡舩中的弱分类器目标

函数替换为 ! ((1 + d)/2| | (1 + ΔC)/2)。给定样本输入x = [G1, G2 · · · , G3]>，选定

特征维度4，及阈值\，决策树桩函数输出如下：

ℎ4\ (G) =


1, 艩艦 G4 > \

0, 良艴艨艥色艷艩艳艥
舨舲舮舵舴舩

将决策树桩的输出函数带入式 舨舲舮舵舰舩，得其对应的ΔC可表为：

ΔC =
∑
G4
8
>\

6C8 舨舲舮舵舵舩

其中8, \ 待学习超参数，8为决策树桩选定的参数决策的输入维度，\为其选定阈

值。由上式可知，决策树桩输出为舱，仅当给定样例的第8维输入数值大于阈值\。

为求解决策树桩的两个参数，为输入特征的每一维度8设定阈值备选集Z8，并搜

索能够最大化 ! ((1 + d)/2| | (1 + ΔC)/2)的\, 8，最终生成弱分类器ℎC。算法细节

可见附录 艁舮舱中的算法 舸。

综合上述所有细节，得到高效的艐艎艕舭艁艕艃的艂良良艳艴艩艮艧算法，并将其汇总于

算法 舲。

舲舴
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算法 2 PNUAUCBoost
输入: 模型输入 ^，超参数 W ∈ [0, 1]般弱分类器个数)，超参数d。

输出: 弱分类器权重 U1, · · · , U)，弱分类器 ℎ1, · · · , ℎ)

通过式 舨舲舮舲舰舩初始化权重

while C ≤ ) do

根据式 舨舲舮舴舷舩舭式 舨舲舮舴船舩完成M C计算

根据式 舨舲舮舴舷舩舭式 舨舲舮舴船舩完成NC计算

根据算法 舸获得弱分类器 ℎC 并获得其对应的ΔC

更新UC 舺

UC =
1
2

log
(

1 + ΔC
1 − ΔC

)
− 1

2
log

(
1 + d
1 − d

)
舨舲舮舵舶舩

由式 舨舲舮舲舴舩舭式 舨舲舮舳舰舩计算归一化因子/̃ C

由式 舨舲舮舳舱舩舭式 舨舲舮舳舶舩更新权重

C = C + 1

end while

生成最终模型 5 (x) = ∑)
8=1 U

C · ℎC (x)

舲舮舴 理论分析

舲舮舴舮舱 收敛分析

本小节给出算法 舲的收敛速率。首先，给出相对熵的关键数学性质：

引理 舲舮舳. ∀? ∈ (0, 1), @ ∈ (0, 1)有：

 ! (? | |@) ≥ 2 · (? − @)2 舨舲舮舵舷舩

证明. 将舨艐良艰艥艳艣艵等般 舲舰舱舶舩中的定理舱舮舳应用于二项分布即可获得本引理。 �

根据引理舲舮舱舭舲舮舳，有以下结论：

定理 舲舮舱. 给定d > 0，设算法 舲 在)轮迭代结束后所得到的分类器为 5 (G) =∑)
8=1 U

C · ℎC (G), UC ≥ 0,∀C ∈ ) 1，定义Ad为：

Ad ( 5 ) =
W

=?==

=?∑
8=1

==∑
:=1

�

[
5 (x (=)

:
) − 5 (x ′)∑)
8=1 U

C
≤ d

]
+ 1 − W

2=?=D

=?∑
8=1

=D∑
9=1

�

[
5 (x (D)

9
) − 5 (x ′)∑)
8=1 U

C
≤ d

]
+ 1 − W

2=D==

=D∑
9=1

==∑
:=1

�

[
5 (x (=)

:
) − 5 (x (D)

9
)∑)

8=1 U
C

≤ d
] 舨舲舮舵舸舩

1UC ≥ 0可通过设置较小的d或早停机制实现

舲舵
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有如下结论：

舨艡舩 对于一般情况：

Ad ( 5 ) ≤ exp

(
−

)∑
8=1

 !

(
1 + d

2
| |1 + Δ

C

2

))
舨舲舮舵船舩

舨艢舩 若进一步假设minC ΔC ≥ X > d，有：

Ad ( 5 ) ≤ exp
(
−)

2
· (X − d)2

)
舨舲舮舶舰舩

证明. 舨艡舩可由 Ad ≤ ' 5 8=及引理 舲舮舱舭舲舮舲 推知；在结论舨艡舩基础上进一步应用引理

舲舮舳即可得结论舨艢舩。 �

上述定理表明Ad数值随着迭代进行大致呈指数衰减趋势。另一方面，由于

当d > 0时，Ad > A0，因此模型的训练误差A0 也呈指数衰减趋势。由此可知，所

提算法具有较快的收敛速率。

舲舮舴舮舲 泛化性能分析

本小结中，继续讨论算法 舲的泛化性能。首先，将泛化性能定义为样本分

布下的期望艁艕艃错误率，即'%#0−1。在此基础上，希望对于任意由算法 舲 产生的

学习器，下式以大概率成立舺

'%#0−1 ≤ n1 + n2 舨舲舮舶舱舩

其中n1与训练集上的模型排序错误率有关，n2与算法产生模型的丰富程度以及

训练集的样本量有关。因此，当训练样本充分且模型优化充分的条件下保证

上式成立即可保证泛化误差'%#0−1较小。本章将通过学习论舨艍良艨色艩 等般 舲舰舱舸舩中基

于艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复杂度的分析方式完成上式的证明。其证明思路关键在于通过对

称化技术（见文献舨艍良艨色艩等般 舲舰舱舸舩定理 舳舮舳）引入假设空间的艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复杂度。

然而经典的对称化技术仅适用于损失函数的求和项之间相互独立的情况。进一

步考察半监督艁艕艃损失的定义形式。不难发现涉及样例对(x ′, x (D)
9
)的损失项与所

有涉及x ′或x (D)
9
的损失项都无法独立，同理可知，样例对(x ′, x (=)

:
)及(x (D)

9
, x (=)

:
)同

样存在该问题。鉴于此，本章通过引理艁舮舸 （见附录 艁舮舴舮舶）给出了适用于半监

督艁艕艃的对称化技术，并引入如下适用于艐艎艕舭艁艕艃问题的艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复杂度：

舲舶
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定义 舲舮舱 舨PNU-AUC Rademacher 复杂度舩. 给定数据集 S = {(x8, H8)}<8=1及假设

集H，损失函数ℓ 艐艎艕艁艕艃 艒艡艤艥艭艡艣艨艥色经验复杂度由下式给出：

ℜ̂%#*,S (ℓ ◦H)

= E
f

sup
5 ∈H

#�∑
8=1

∑
9≠8

∑
x<∈N8

∑
x=∈N 9

) 8, 9 ,<,=
 ,

舨舲舮舶舲舩

其中

&8,: =
f
(?)
8
+ f (D)

9

2
· W

=?==
· ℓ( 5 , x (?)

8
, x (=)

:
) 舨舲舮舶舳舩

& 9 ,: =
f
(D)
9
+ f (=)

:

2
· 1 − W

2=D==
· ℓ( 5 , x (D)

9
, x (=)

:
) 舨舲舮舶舴舩

&8, 9 =
f
(?)
8
+ f (D)

9

2
· 1 − W

2=?=D
· ℓ( 5 , x (?)

8
, x (D)

9
) 舨舲舮舶舵舩

变量 f
(?)
8
, ∀8 = 1, 2, · · · , =?, f (D)9 , ∀ 9 = 1, 2, · · · , =D, f (=): , ∀: = 1, 2, · · · , == 为独

立同分布艒艡艤艥艭艡艣艨艥色随机变量2。在经验复杂度基础上，定义总体水平的 艐艎艕舭

艁艕艃 艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复杂度为其经验复杂度对S的期望，表为舺

ℜ%#* (ℓ ◦H) = ES
[
ℜ̂%#*,S (ℓ ◦H)

]
进一步，给出决策树桩弱分类器的假设空间定义：

定义 舲舮舲 舨决策树桩的假设空间舩. 将决策树桩的假设空间定义为：

H�( =
{
ℎ4\ : 4 ∈ [3], \ ∈ Z4

}
舨舲舮舶舶舩

其中 ℎ4
\
(x) = � [x4 > \]， [3] = {1, 2, 3, · · · , 3}般 Z4为第4个维度特征的备选阈值

集合，对于每个维度的阈值候选集，固定其阈值备选集Z8，并固定备选阈值个

数为 。

在证明过程中，需要利用假设空间的凸包及其艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复杂度的数学性

质，其定义如下：

定义 舲舮舳 舨假设空间的凸包舩. 给定任意假设集H，定义其凸包为2> (H)为如下函数

集：

2> (H) =
{
ℎ : ∃) ∈ N, B.C. ℎ =

)∑
8=1

UC · ℎC , ℎC ∈ H,

UC ≥ 0 ∀C ∈ [)],
)∑
8=1

UC = 1
} 舨舲舮舶舷舩

2艒艡艤艥艭艡艣艨艥色随机变量f在 {−1, 1}内随机取值且P [f = 1] = P [f = −1] = 1
2

舲舷
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进一步构造辅助函数ℓd

ℓd (G) = min
(
1,max

(
0, 1 − G

d

))
舨舲舮舶舸舩

根据文献舨艍良艨色艩等般 舲舰舱舸舩，有：

ℓ0−1(G) ≤ ℓd (G) ≤ � [G ≤ d] ≤ exp(−G + d) 舨舲舮舶船舩

由上式可知，辅助损失函数可作为连接Ad及A0的关键桥梁，在附录 艁舮舴的证明中

将频繁使用该函数。

基于上述定义、不等式以及 艁舮舴中的引理 艂舮舱舭引理 艁舮舸，首先给出H�(凸包

中函数的泛化界：

定理 舲舮舲 舨PNU-AUCBOOST的泛化界舩. 给定训练数据集 S = {(x8, H8)}#8=1、d > 0，

及弱分类器的阈值备选集Z4，设样例均由独立采样生成，则对于任意函数 5 ∈

2> (H�()以及任意X ∈ (0, 1)，下式至少以 1 − X概率成立舺

'%#0−1 ( 5 ) ≤
(
Ad ( 5 ) +

8
√

2
d
((log 3 + log ) · j(_))1/2

+ 1
d

(
log(2

X
) · j(_)

)1/2 )
· 1

1 + W ,
舨舲舮舷舰舩

其中 j(_) = 1
=?
+ 1
=D
+ 1
==
。

下面基于定理 舲舮舲考察由算法 舲输出的学习器。记：

A =

{
5 : 5 (G) =

)∑
8=1

UC · ℎC , UC ≥ 0, ℎC ∈ H�(, ) ∈ N+
}
. 舨舲舮舷舱舩

为模型权重非负条件下 3，所有可能由算法 舲 产生的模型集合。通过以下定理

将2> (H�()上的结论推广至假设空间A。

定理 舲舮舳. 给定训练数据集 S = {(x8, H8)}#8=1、d > 0及弱分类器的阈值备选集Z4，

设样例均由独立采样生成。对于算法 舲在)轮迭代后的任意输出函数 5 (x) ∈ A，

以及任意X ∈ (0, 1)，下式至少以 1 − X概率成立舺

'%#0−1 ( 5 ) ≤
(

exp

(
−

)∑
8=1

 !

(
1 + d

2
| |1 + Δ

C

2

))
+ 8
√

2
d
((log 3 + log ) · j(_))1/2

+ 1
d

(
log(2

X
) · j(_)

)1/2 )
· 1

1 + W ,

舨舲舮舷舲舩

3UC ≥ 0可通过设置较小的d或早停机制实现

舲舸
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另外对于任意满足minC ΔC ≥ X > d的输出函数 5，有：

'%#0−1 ( 5 ) ≤
(

exp
(
−)

2
· (X − d)2

)
+ 8
√

2
d
((log 3 + log ) · j(_))1/2

+ 1
d

(
log(2

X
) · j(_)

)1/2 )
· 1

1 + W ,

舨舲舮舷舳舩

证明. 给定 5 =
∑)
8=1 U

C · ℎC ∈ A，构造 5̃ =
5∑)
8=1 U

C
，显然 5̃ ∈ 2> (H�()且 Ad ( 5̃ ) =

Ad ( 5 ), '%#0−1 ( 5 ) = '%#0−1 ( 5̃ )，因此对A的泛化界即可转化为对F =
{
5̃ : 5 ∈ A

}
的泛

化界，又因为F ⊆ 2> (H�()，因此可直接应用定理 舲舮舲结论。综合定理 舲舮舱及定

理 舲舮舲结论，本定理即可得证。 �

注 舲舮舱. 对于本定理，有以下结论舺

舱舮 考察定理中两个不等式的基本形式，左端项为有监督情况下的泛化舰舭舱误

差，右端项与中弱分类器个数)有关的一项大致随)增大以指数形式衰减；右端

项中与)无关项组成

O
((

1
=?
+ 1
=D
+ 1
==
)
)1/2

)
的残差项，随训练样本个数增大而衰减。因此本定理即可证明式 舨舲舮舶舱舩成立，也

即当样本充分时，在半监督条件下运行算法 舲即可有效降低有监督情况下的泛

化舰舭舱误差。因此证明了本章方法的可行性。

舲舮 相比于目前已有的

O
(
( 1
=?
)1/2 + ( 1

=D
)1/2 + ( 1

==
)1/2

)
半监督艁艕艃泛化界舨艓艡艫艡艩等般 舲舰舱舸舩，借助本章所提出的广义最大值不等式，即引

理 艁舮舶获得了量级更小的上界。

舳舮 本定理中的两个上界均为)的单减不增函数。因此本章算法的另一个优

势在于：增加弱分类器个数在提升训练集性能的同时并不会带来明显的过拟合

风险。

舴舮 定理中的两个不等式右端项与艔无关部分反比于d，该性质表明引入d可

降低泛化误差上界，为所提出算法引入正则项exp(d ·∑)
8=1 U

C)提供了理论依据。

舲船
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表 2.1仿真数据集加速前后的运行时间对比

Table 2.1 The Running Time Comparison on Simulation Datasets Before and After

Acceleration

实现方式

样本量

舱舰舰 舱舵舰 舲舰舰 舲舵舰 舳舰舰 舳舵舰 舴舰舰

艂艥艦良色艥 舰舮舲船舳舶 舰舮舳舸舱舸 舰舮舴舸舸舶 舰舮舶舱舰舰 舰舮舷舸船舰 舰舮船舶舰舰 舱舮舱舵舴舲

艁艦艴艥色 舰舮舰舲舲舷 舰舮舰舲舵舸 舰舮舰舲舷舸 舰舮舰舲船舷 舰舮舰舳舵舶 舰舮舰舳舸舴 舰舮舰舴舰舵

表 2.2数据集描述

Table 2.2 The description of datasets

数据集 数据来源 描述 样本数量 特征数量 正负样本比

艰艩艭艡 艋艅艅艌 糖尿病人分类数据 768 8 0.5360

色艩艮艧 艋艅艅艌 多元正态分布数据集 7, 400 20 0.9807

艰艨良艮艥艭艥 艋艅艅艌 选手发音数据集 5, 404 5 0.4154

艶艥艨艩艣艬艥舰 艋艅艅艌 舲艄交通工具图像数据集 846 18 0.3075

艶艥艨艩艣艬艥舲 艋艅艅艌 舲艄交通工具图像数据集 846 18 0.3471

艣色艥艤艩艴舭艧 艕艃艉 德国民众信用预测数据集 1, 000 20 0.4285

艧艬艡艳艳舱 艕艃艉 玻璃杯种类预测数据集 218 9 0.5507

艷艩艳艣良艮艳艩艮 艕艃艉 乳腺癌分类数据集 683 9 0.5382

艷艤艢艣 艕艃艉 乳腺肿块分类数据集 569 30 0.5938

艳艨艵艴艴艬艥舭艣舰舭艶艳舭艣舴 艕艃艉 航班飞行数据集 58, 000 9 0.0720

艭良艮艫舭舲 艕艃艉 艍艏艎艋学习算法竞赛数据集 432 7 0.8947

艳良艮艡色 艕艃艉 声纳探测岩石数据集 208 60 0.8738

艓艵色艧艩艣艡艬舭艤艥艥艰艮艥艴 艋艡艧艧艬艥 外科诊疗记录数据集 14, 600 25 0.3371

艩艮艳艵色艡艮艣艥 艋艡艧艧艬艥 健康护理保险数据集 381, 000 11 0.1959

艮艵艭艥色艡艩 艋艡艧艧艬艥 金融股票数据集 96, 300 21 0.9753

艣良艤舭色艮艡 艌艩艢艳艶艭 艒艎艁序列检测数据集 271, 617 8 0.5000

舳舰
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舲舮舵 实验

舲舮舵舮舱 加速算法验证

为验证本文所提出加速方法的实际加速效果，生成不同规模的仿真数据集

对加速前后的算法运行时间进行对比。具体而言，分别生成样本量为舱舰舰般舱舵舰般舲舰舰般

舲舵舰般舳舰舰般舳舵舰般舴舰舰的训练数据集。输入特征-每维按照正态分布N (0, 0.01)般 维度

为10。同时由分布N (0, 1) 逐维生成线性模型参数l，总维度为舱舰。进一步通

过 B = -l + n生成得分函数，其中n为服从N (0, 0.0001)的白噪声。最终通

过H = O [B > 0.1]生成样本的标注结果。加速前后运行时间对比如表舲舮舱。如表

所示，本文加速算法可带来显著的计算效率提升。

舲舮舵舮舲 数据集

表 2.3测试集上AUC性能对比

Table 2.3 AUC performance on the test set4

数据集 艏艵色艳 艒艂艁艕艃 艐艎艕艁艕艃 艓艡艭艵艬艴 艐艎艕艁艂 艌艓艁艕艃

艰艩艭艡 .8022(.0481) .7923(.0476)★ .6458(.0546)★ .6459(.0480)★ .6743(.0370)★ .6511(.0447)★

色艩艮艧 .9470(.0095) .9315(.0120)★ .9099(.0061)★ .9099(.0061)★ .8603(.0131)★ .9117(.0058)★

艰艨良艮艥艭艥 .8579(.0143) .8543(.0149)★ .8009(.0156)★ .8005(.0145)★ .7798(.0171)★ .7753(.0129)★

艶艥艨艩艣艬艥舰 .9518(.0215) .9465(.0207) .9780(.0182)− .9846(.0171)− .8172(.0432)★ .8550(.0317)★

艶艥艨艩艣艬艥舲 .9704(.0153) .9595(.0228)★ .9647(.0195) .9810(.0134)− .8555(.0417)★ .7588(.1247)★

艣色艥艤艩艴舭艧 .7290(.0314) .7267(.0420) .6968(.0553)★ .7147(.0523) .6296(.0597)★ .6785(.0813)★

艧艬艡艳艳舱 .7225(.0904) .7048(.0795) .5828(.1199)★ .6365(.0898)★ .6321(.1086)★ .5833(.1304)★

艷艩艳艣良艮艳艩艮 .9909(.0065) .9892(.0076) .9195(.0282)★ .9211(.0275)★ .9105(.0257)★ .9054(.0384)★

艷艤艢艣 .9873(.0100) .9859(.0100) .9704(.0180)★ .9786(.0193)★ .8367(.0489)★ .9725(.0226)★

艳艨艵艴艴艬艥舭艣舰舭艶艳舭艣舴 1.000(.0000) .9801(.0322)★ .9998(.0005) .9998(.0008) .9526(.0354)★ .9922(.0176)★

艭良艮艫舭舲 .9844(.0202) .9839(.0196) .8065(.0498)★ .8213(.0474)★ .9462(.0260)★ .7294(.0570)★

艳良艮艡色 .7247(.1128) .7140(.0768) .6664(.1025)★ .6719(.1089)★ .5991(.0774)★ .5673(.0864)★

艓艵色艧艩艣艡艬 .8332(.0095) .8266(.0114)★ .7797(.0082)★ .7910(.0066)★ .7820(.0160)★ .6291(.0178)★

艩艮艳艵色艡艮艣艥 .8810(.0012) .8765(.0015)★ .6395(.0072)★ .6457(.0065)★ .8290(.0022)★ .6081(.0198)★

艮艵艭艥色艡艩 .5245(.0049) .5226(.0045)★ .5229(.0040) .5229(.0040) .5112(.0044)★ .5210(.0049)★

艣良艤舭色艮艡 .9681(.0019) .9362(.0018)★ .9313(.0018)★ .9363(.0017)★ .9218(.0020)★ .9314(.0018)★

总体均值 .8672 .8582 .7836 .8009 .8101 .7544

艷艩艮舯艴艩艥舯艬良艳艥 / 9/7/0 16/0/0 12/3/1 11/3/2 16/0/0

4其中对比方法标记★表示本章所提出算法显著优于该算法，且其统计显著性经艷艩艬艣良艸艳良艮符号秩和检

验?值小于舰舮舰舵；对比方法标记−表示本章所提出算法性能劣于该算法，且其统计显著性经艷艩艬艣良艸艳良艮符号秩

舳舱
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为验证模型的有效性，本章在舱舶个常见的二分类数据集上进行实验。数据

集主要来源于艫艥艥艬5，艕艃艉6，艋艡艧艧艬艥7和艌艩艢艳艶艭8。其中艫艥艥艬包含的数据集包括 艶艥艨艩舭

艣艬艥舲（舲艄交通工具图像数据集）、艶艥艨艩艣艬艥舰（同左）、艰艩艭艡（糖尿病分类数据集）、

色艩艮艧（多元正态分布数据集）、艰艨良艮艥艭艥（选手发音数据集）；艕艃艉包含的数据集

包括 艣色艥艤艩艴舭艧（信用预测数据集）、艧艬艡艳艳舱（玻璃分类数据集）、艷艩艳艣良艮艳艩艮（乳腺

癌分类数据集）、艷艤艢艣（乳腺肿块分类数据集）、艳艨艵艴艴艬艥舭艣舰舭艶艳舭艣舴（航班飞行数据

集）、艭良艮艫舭舲（艍艏艎艋学习算法竞赛数据集）、艳良艮艡色（声纳岩石探测数据集）；

艋艡艧艧艬艥包含的数据集包括 艓艵色艧艩艣艡艬舭艤艥艥艰艮艥艴（外科诊疗记录数据集）、 艩艮艳艵色艡艮艣艥

（健康护理保险数据集）和艮艵艭艥色艡艩（金融股票数据集）；艌艩艢艳艶艭包含的数据集包

括艣良艤舭色艮艡（艒艎艁序列检测数据集）。所有数据集的详细信息如表 舲舮舲所示。为验

证本章算法在不同特性数据集上的表现，本章选用的数据集涵盖了较为宽泛的

数据集规模（208舭381, 000）、不平衡比例舨0.19舭0.97舩、以及应用场景（金融、保

险、交通、医学、生物信息等）。同时，为测试模型在复杂数据集中的表现情况，

本章在舲舰舱舶年于艋艡艧艧艬艥发布的加密股市数据预测竞赛9使用的公开艎艵艭艥色艡艩数据

集上进行实验。艎艵艭艥色艡艩数据集是基于对冲基金建立的股票数据集，该数据集采

用了同态加密，所有的属性均被归一化，特征含义被隐藏，预测难度较大。

舲舮舵舮舳 对比方法

为验证本章所提出算法的有效性，在实验中采用以下对比方法与本章算法

进行对比：

• RBAUC（Boosting集成算法+AUC优化）：该方法采用艒艡艮艫艂良良艳艴舨艆色艥艵艮艤

等般 舲舰舰舳艢舩模型进行艁艕艃优化，相比于本章提出算法，其训练过程仅利用训练

集中所有已标记正负样本，而对未标记数据不加以利用。

• PNUAB（半监督学习+Boosting集成算法）：该方法基于艁艤艡艂良良艳艴舨艆色艥艵艮艤

等般 舱船船舶舩模型设计，为了适应半监督实验设定，本章将未标记数据进行复制，

和检验?值小于舰舮舰舵；艷艩艮舯艴艩艥舯艬良艳艳分别表示本章算法显著优于该算法且? < 0.05次数舯本章算法与该算法差异

无显著性次数舯本章算法显著劣于该算法且? < 0.05次数；对于每个数据集上最优性能以粗体标出、次优性

能以下划线标出。

5https://sci2s.ugr.es/keel/datasets.php

6http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets

7https://www.kaggle.com

8https://www.csie.ntu.edu.tw/~cjlin/libsvmtools/datasets/

9https://www.kaggle.com/numerai/encrypted-stock-market-data-from-numerai
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一份视作未标记的正样本，一份视作未标记的负样本。正样本、未标记正样

本、负样本和未标记负样本的样本权重分别设为 1−W
2=%
、 W

2=*
、 W

2=#
和 1−W

2=*
，其中=%、

=*和 =#分别为正样本、未标记样本和负样本的数量， W ∈ [0, 1]为实验中的超

参数。相比与本章所提出的算法，相比于本章提出的算法，该算法没有直接利

用艁艕艃优化训练模型。

• PNU-AUC(Sakai等, 2018)（单模型半监督AUC优化算法） 舺 该方法同时

利用正负样本以及未标记数据进行艁艕艃优化，由于需要估计未标记样本中正负

样本的比例，本章将未标记样本的真实正负样本比例作为输入，采用公开的代

码10进行实验。相比于本章提出算法，该算法仅采用单个模型进行半监督艁艕艃优

化，未采用模型集成技术。

• Samult(Xie 等, 2018a)（单模型半监督AUC优化算法）：该对比方法同时

利用正负样本以及未标记数据进行艁艕艃优化而无需估计未标记样本中正负样本

的比例，本章对艓艡艭艵艬艴模型进行复现从而进行实验。相比于本章提出算法，该

算法仅采用单个模型进行半监督艁艕艃优化，未采用模型集成技术。

• LSAUC （基线算法）舺 艌艓艁艕艃采用平方损失作为替代损失，替代优化问

题的解由闭式解直接得出，同时该算法仅利用训练集中所有已标记正负样本，

对未标记数据不加以利用。由于艌艓艁艕艃算法既未利用模型集成技术也未利用半

监督学习技术，因此为本实验的基线算法。

舲舮舵舮舴 实验细节

本章采用分层采样，等比地将正负样本中的70%，15%和15%的样本分别划

分为训练集，验证集和测试集。同时，为了符合半监督实验设定，随机将训练

集中85%的数据的标签去掉，作为未标记数据。最后，为了提高实验的可靠性，

独立进行了舱舵次训练集、验证集、测试集的采集，根据模型在验证集上的舱舵次

结果的均值来进行模型选择，并将对应的测试集上的舱舵次结果的均值作为最后

评估模型的基准。

舲舮舵舮舵 实验结果

各算法在舱舶个数据集上的实验结果如表舲舮舳所示。从表 舲舮舳 可以看出，本章

所提方法在绝大多数情况下都以舰舮舰舵显著性水平优于其他方法。在全部舱舶个数

10https://github.com/t-sakai-kure/pywsl
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图 2.1各算法差异对比图

Figure 2.1 The comparison between different methods

据集中，本章所提方法在舱舴个数据集上都表现最优。从各数据集上的平均性能

来看，本章所提方法也达到了最好效果。此外，给出更加详细的对比分析。

所提方法 vs. 半监督+AUC优化： 艐艎艕舭艁艕艃和艓艡艭艵艬艴都是半监督学习

和艁艕艃优化结合所产生的方法。所提方法和艐艎艕舭艁艕艃相比，在各个数据集上平

均性能提升舸舮舳舱舥。和艓艡艭艵艬艴相比，平均性能提升舷舮船舴舥。其中，在艰艩艭艡数据集

上相较于艐艎艕舭艁艕艃提升舲舴舮舲舲舥，比艓艡艭艵艬艴提升舲舴舮舲舰舥；在色艩艮艧数据集上比艐艎艕舭

艁艕艃提升舴舮舰舸舥，比艓艡艭艵艬艴提升舴舮舰舸舥；在艰艨良艮艥艭艥数据集上比艐艎艕舭艁艕艃和艓艡艭艵艬艴

分别提升舷舮舱舲舥和舷舮舱舷舥；在艶艥艨艩艣艬艥舰数据集上相较于这两种方法分别降低舲舮舶舸舥和

舳舮舳舳舥；在艶艥艨艩艣艬艥舲数据集上比艐艎艕舭艁艕艃提升舰舮舵船舥，比艓艡艭艵艬艴降低舱舮舰舸舥；在

艣色艥艤艩艴舭艧数据集上比艐艎艕舭艁艕艃提升舴舮舶舲舥，比艓艡艭艵艬艴提升舲舮舰舰舥；在艧艬艡艳艳舱数据集

上相较于艐艎艕舭艁艕艃提升舲舳舮船舷舥，比 艓艡艭艵艬艴提升舱舳舮舵舱舥；在艷艩艳艣良艮艳艩艮数据集上比

这两种方法分别提升舷舮舷舷舥和提升舷舮舵舸舥；在艷艤艢艣数据集上比艐艎艕舭艁艕艃提升舱舮舷舴

舥，比艓艡艭艵艬艴提升舰舮舸船舥；在艳艨艵艴艴艬艥舭艣舰舭艶艳舭艣舴数据集上比两种方法都提升了舰舮舰舲舥；

在艭良艮艫舭舲数据集上比艐艎艕舭艁艕艃提升舲舲舮舰舶舥，比艓艡艭艵艬艴提升舱船舮舸舶舥；在艳良艮艡色数据

集上比两种方法分别提升舸舮舷舵舥和舷舮舸舶舥；在艓艵色艧艩艣艡艬数据集上比两种方法分别

提升舶舮舸舶舥和 舵舮舳舴舥；在艩艮艳艵色艡艮艣艥数据集上比艐艎艕舭艁艕艃提升舳舷舮舷舶舥，比艓艡艭艵艬艴提

升舳舶舮舴舴舥；在艮艵艭艥色艡艩数据集上比艐艎艕舭艁艕艃提升舰舮舳舱舥，比艓艡艭艵艬艴提升舰舮舳舱舥；在

艣良艤舭色艮艡数据集上比艐艎艕舭艁艕艃提升舳舮船舵舥，比艓艡艭艵艬艴提升舳舮舴舰舥。相比艐艎艕舭艁艕艃，

本章算法有舱舲次性能提升是在舰舮舰舵显著性水平之上。相比艓艡艭艵艬艴，本章算法

有舱舱次性能提升的显著性水平超过舰舮舰舵。上述实验结果有效验证了定理舲舮舲中的

结论，即，将艢良良艳艴艩艮艧方法引入半监督艁艕艃优化可在保证泛化能力的同时提升优
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化收敛速率，进而带来提升总体性能提升。

所提方法vs. Boosting+AUC优化：艒艂艁艕艃同时利用了艢良良艳艴艩艮艧方法及艁艕艃优

化方法。和该方法相比，本章所提方法带来的平均性能提升为 舱舮舴舴舥。在各个数

据集上的提升分别为：在艰艩艭艡数据集上提升舱舮舲舵舥；在色艩艮艧数据集上提升舱舮舶舶舥；

在艰艨良艮艥艭艥数据集上提升舰舮舴舲舥；在艶艥艨艩艣艬艥舰数据集上提升舰舮舵舶舥；在艶艥艨艩艣艬艥舲数据

集上提升舱舮舱舴舥；在艣色艥艤艩艴舭艧数据集上提升舰舮舳舲舥；在艧艬艡艳艳舱数据集上提升舲舮舵舱舥；

在艷艩艳艣良艮艳艩艮数据集上提升舰舮舱舷舥；在艷艤艢艣数据集上提升舰舮舱舴舥；在艳艨艵艴艴艬艥舭艣舰舭艶艳舭

艣舴数据集上提升舲舮舰舳舥；在艨艥艰艡艴艩艴艩艳数据集上提升舱舰舮舷舲舥；在艭良艮艫舭舲数据集上提

升舰舮舰舵舥；在艳良艮艡色数据集上提升舱舮舵舰舥；在艓艵色艧艩艣艡艬数据集上提升舰舮舸舰舥；在 艩艮舭

艳艵色艡艮艣艥数据集上提升舰舮舵舱舥；在艮艵艭艥色艡艩数据集上提升舰舮舳舶舥；在艣良艤舭色艮艡数据集

上提升舳舮舴舱舥。其中，有船次性能提升是在舰舮舰舵显著性水平之上。实验结果表明

在艢良良艳艴艩艮艧算法中引入半监督学习能够有效利用未标注数据中的额外信息，从而

提升模型在少量已标注数据上的学习效果。

图 2.2算法性能随弱分类器个数增加的变化趋势

Figure 2.2 The performan of algorithms w.r.t. the number of weak classifiers

PNUAB vs. 其它半监督方法： 艐艎艕艁艂是半监督学习和艁艤艡艂良良艳艴的结合。与

其它半监督方法的平均进行对比， 艐艎艕艁艂在各数据集上的平均性能更低。以

本章所提方法为例，平均性能比艐艎艕艁艂高出舱舰舮舷船舥，其中，有舱舶次性能提升是

在舰舮舰舵显著性水平之上。该实验观测表明，在半监督条件下下进行艁艕艃优化可

有效地提高艁艕艃泛化性能。

LSAUC vs. 其它方法： 其它方法和艌艓艁艕艃相比，性能提升均较为明显。

以本章所提方法为例，平均性能提升舱舴舮舷舶舥。各个数据集上的提升分别为：

在艰艩艭艡数据集上提升舲舳舮舲舱舥；在色艩艮艧数据集上提升舳舮舸舷舥；在艰艨良艮艥艭艥数据集上

提升舱舰舮舶舵舥；在艶艥艨艩艣艬艥舰数据集上提升舱舱舮舳舲舥；在艶艥艨艩艣艬艥舲数据集上提升舲舷舮舸船舥；

舳舵
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在艣色艥艤艩艴舭艧数据集上提升舷舮舴舴舥；在艧艬艡艳艳舱数据集上提升舲舳舮舸舶舥；在艷艩艳艣良艮艳艩艮数据

集上提升船舮舴舴舥；在艷艤艢艣数据集上提升舱舮舵舲舥；在艳艨艵艴艴艬艥舭艣舰舭艶艳舭艣舴数据集上提升

了 舰舮舷船舥；在艨艥艰艡艴艩艴艩艳数据集上提升舱舰舮舷舲舥；在艭良艮艫舭舲数据集上提升舳舴舮船舶舥；

艳良艮艡色数据集上提升舲舷舮舷舵舥；在艓艵色艧艩艣艡艬数据集上提升舳舲舮舴舴舥；在艩艮艳艵色艡艮艣艥数据集

上提升舴舴舮舸舸舥；在艮艵艭艥色艡艩数据集上提升舰舮舶舷舥；在艣良艤舭色艮艡数据集上提升舳舮船舴舥。

其中有舱舶次性能提升是在舰舮舰舵显著性水平之上。实验结果表明半监督学习以

及艢良良艳艴艩艮艧策略都均能有效克服由未标注数据所带来的性能瓶颈。

算法总体比较：为比较各个算法总体差异的统计显著性，对各个算法在各

个数据集上的性能排序进行了事后假设检验，结果如图舲舮舱般其中刻度中数字代

表算法排序，水平线代表艃艄距离（艣色艴艩艣艡艬 艤艩舛艥色艥艮艣艥）。仅当两算法排序差距超

过艃艄时，其差异具有显著性。如图所示，本章所提算法获得了最高排序，其他

算法在图中距本章算法距离超过艃艄（艣色艴艩艣艡艬 艤艩舛艥色艥艮艣艥）长度即可视为具有显著

性差异（? < 0.05）。可见除艒艂艁艕艃之外，其余算法均与本章算法存在显著差

异。另一方面，艒艂艁艕艃与本章算法的差距亦接近艃艄距离。由此可见本章所提算

法在整体水平也具有显著性优势。

弱分类器个性的影响：以艶艥艨艩艣艬艥舲、艩艮艳艵色艡艮艣艥、艰艨良艮艥艭艥三个数据集为例，图

舲舮舲中验证了本章算法训练集和测试集平均艁艕艃性能（越大越佳）随弱分类器增

加的变化趋势，其中曲线阴影部分对应舱舵次重复试验上的极差波动。如图所示，

随着弱分类器的增加训练集的性能快速提升，并趋于收敛；同时，测试集上性

能变化趋势与训练集基本一致，未出现过拟合现象。尤其对于艶艥艨艩艣艬艥舲数据集，

当弱分类器个数达到舲舵左右时，其训练集性能很快到达最佳值舱舮舰舰，而测试集

在其后的训练过程中未出现下降趋势。综上分析可推知，本章所提出算法可兼

顾模型的收敛速度以及泛化能力，再次验证了本章定理 舲舮舳的有效性。

舲舮舶 小结

本章对半监督条件下基于艂良良艳艴艩艮艧 算法的艁艕艃优化模型集成进行了系统性

研究。在算法层面，提出一种高效的基于艂良良艳艴艩艮艧的艁艕艃优化模型集成方法，可

将单次迭代的空间舯时间复杂度由$ (=?== + =?=D + =D==)降至$ (=? + =D + ==)。进

一步的理论分析证明，本章所提出算法可使训练集误差随弱分类器的增加以几

何速度衰减且泛化误差随训练样本增加逐渐趋于舰。在泛化误差分析方面，本章

舳舶
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通过构造半监督艁艕艃的艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复杂度以及广义最大值不等式给出了相比与

文献舨艓艡艫艡艩等般 舲舰舱舸舩更为紧致的上界。实验分析方面，本章在舱舶个数据集上对所

提方法的性能进行了验证。实验结果证实本章所提出算法可显著提升半监督学

习条件下的模型艁艕艃性能。
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第舳章 基于艍度量的多分类艁艕艃优化理论及方法

第第第3章章章 基基基于于于M度度度量量量的的的多多多分分分类类类AUC优优优化化化理理理论论论及及及方方方法法法

舳舮舱 引言

在过去二十年中，艁艕艃优化方法主要局限于二分类场景，如舨艁艬艡艮等般 舲舰舰舴舻

艊良艡艣艨艩艭艳般 舲舰舰舵般 舲舰舰舶舻 艃艡艬艤艥色艳 等般 舲舰舰舷舻 艎艡色艡艳艩艭艨艡艮 等般 舲舰舱舳艡舻 艇艡良 等般 舲舰舱舳舻

艎艡色艡艳艩艭艨艡艮等般 舲舰舱舷舩，由于真实场景下的模式识别问题往往涉及两个以上类别，

因此自然引出如何将艁艕艃泛化至多类别场景的问题。针对该问题，本章探索多

类场景下艁艕艃诱导的机器学习框架。具体而言，提出一种通用的经验替代风险

最小化框架，给出一致性、泛化能力的理论分析并构造高效损失、梯度加速算

法，提升训练效率。

首先，本章对舨艈艡艮艤 等般 舲舰舰舱舩提出的基于艍度量的艁艕艃多分类拓展进行

分析。具体地，分析艍度量如何有效地避免类排序对之间的不平衡问题，证

明艍度量作为多分类艁艕艃指标的合理性。基于此，本章提出最小化由艍度量（记

为MAUC↓）诱导的舰舭舱错排损失。基于所构造的错排损失，明确实现过程的三点

主要挑战： (a)舰舭舱错排损失MAUC↓离散、不可微，难以进行有效的优化； (b)数

据先验分布未知，难以计算其期望值； (c)损失和梯度函数的复杂度极高，无法

进行端到端训练。

针对(a)，本章研究如何构造舰舭舱风险的替代风险。为此，推导 艍艁艕艃 准则

下的贝叶斯最优得分函数集合，并且证明主流的替代损失函数在特定假设下

是艆艩艳艨艥色一致的，即优化相应的替代期望风险也可得到贝叶斯最优得分函数。

针对(b)，本章构建一个艍艁艕艃准则的经验替代风险最小化框架。将训练数

集上替代风险的平均经验估计作为目标函数，以规避对期望损失的计算。此外，

对该方法的泛化能力进行系统地分析。其中主要挑战在于：经验风险函数不能

分解为独立损失函数的有限和，导致传统的对称化技术不可用舨艍良艨色艩等般 舲舰舱舸舩。

为解决该问题，本章从MAUC↓自身特点出发，构造其艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复杂度，并通

过该复杂度给出常见深度模型的泛化误差上界。该理论结果对于数据不平衡性

具有感知能力，比传统结果更关注造成性能瓶颈的少数类样本。

针对(c)，构造加速算法以提升可拓展性，使算法能够在小批量舯全批量场景

下以线性复杂度计算损失和梯度。
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最后，在舱舱个真实数据集上进行实验，以验证所框架的有效性。

舳舮舲 预备基础

舳舮舲舮舱 符号定义

舳舮舲舮舱舮舱 基本符号

本章主要关注两类随机事件：对于成对艁艕艃指标， E (8 9)表示事件H1 = 8, H2 =

9 ∨ H1 = 9 , H2 = 8，而E (8)表示事件 H1 = 8, H2 ≠ 8 ∨ H1 ≠ 8, H2 = 8。给定事件A，

� [A] 是该事件的指示函数：当A成立时函数值为舱，反之则为舰。给定有限集

合S，#�表示类别数，#表示数据集中的总样本数。

舳舮舲舮舱舮舲 基本设定

对于类别数为#�的多类问题，所有样本均采样自乘积空间 Z = X × Y；

X为输入特征X ⊂ R3； 3为输入特征维度；Y为标签空间[#�]。对于任意给定

标签H< = 8，将其表示为良艮艥舭艨良艴向量 y< = [H
(1)
< , · · · , H (#� )< ]，仅当: ≠ 8时H (:)< = 0，

否则H (:)< = 1。本章采用 良艮艥 vs舮 艡艬艬 多类别分解策略舨艍良艨色艩 等般 舲舰舱舸舩。更为具体

地，将#�个类别的（#� > 2）得分函数表示为#�个函数 5 = ( 5 (1) , · · · , 5 (#� ))，

其中 5 (8) : X → R为表示H = 8置信度的连续得分函数。

舳舮舲舮舱舮舳 二分类AUC

在二类问题中，艁艕艃具有明确的统计意义舺其等价于艗艩艬艣良艸良艮统计量舨艈艡艮艬艥艹

等般 舱船舸舲舩，即任意一对正负样本具有正确偏序关系的概率：

AUC( 5 ) = P
[
Δ(H)Δ( 5 ) > 0|E (0,1)

]
+ 1

2
P
[
Δ( 5 ) = 0|E (0,1)

]
= E
z1∼DZ ,z2∼DZ

[
O[Δ(H)Δ( 5 ) > 0] + 1

2
O[Δ( 5 ) = 0] |E (0,1)

]
,

其中Δ(H) = H1 − H2, Δ( 5 ) = 5 (x1) − 5 (x2)。注意，本章依据惯例舨艃艬苩艭艥艮苧良艮等般

舲舰舰舸舻 艁艧艡色艷艡艬般 舲舰舱舴舻 艇艡良等般 舲舰舱舵舩将正负例持平的得分定义为舰舮舵。

舳舮舲舮舲 研究动机

首先，需要确定合适的多类度量。如第舳舮舲舮舱节所述，考虑以下两种备择分

解方式将多类艁艕艃构造为多个二类艁艕艃的平均值。

舳舮舲舮舲舮舱 One vs. All (ova)转换

给定一个良艶艡得分函数 5 = ( 5 (1) , · · · , 5 (#� ))，可为每个 5 (8)构建一个对应

舴舰
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的艁艕艃损失，其中正例为当前类样本，负例为其他类样本，并通过类平均艁艕艃表

示最终的艁艕艃损失：

AUCova( 5 ) = 1
#�

#�∑
8=1

AUC8 |¬8 ( 5 (8)), 舨舳舮舱舩

其中：

AUC8 |¬8 ( 5 (8)) = E
z1,z2

[
O[Δ(H (8)1,2)Δ( 5

(8)) > 0|E (8)] + 1
2
O[Δ( 5 (8)) = 0] |E (8)

]
Δ(H (8)1,2) = H

(8)
1 − H

(8)
2 , Δ( 5

(8)) = 5 (8) (x1) − 5 (8) (x2)

注意，本章在此处采取等权重平均值以避免不平衡问题。

舳舮舲舮舲舮舲 One vs. One (ovo)转换（M度量）

根据舨艈艡艮艤 等般 舲舰舰舱舩，可将多类艁艕艃指标表示为每个类别对(8, 9)的二类

艁艕艃分数的平均值，其定义为：

AUCovo( 5 ) =
∑#�
8=1

∑
9≠8 AUC8 | 9 ( 5 (8))

#� (#� − 1) , 舨舳舮舲舩

其中， AUC8 | 9 ( 5 (8)) = Ez1,z2

[
O[Δ(H (8)1,2)Δ( 5 (8)) > 0|E (8 9)] + 1

2 O[Δ( 5
(8)) = 0] |E (8 9)

]
。

此处需注意AUC8 | 9 ≠ AUC 9 |8，因二者使用不同的得分函数。

舳舮舲舮舲舮舳 比较性质

为在上述两种分解策略中选出较优者，给出以下定理对AUCovo及AUCova进

行比较。

定理 舳舮舱 舨对比性质舩. 给定标签分布P[H = 8] = ?8 > 0以及多类得分函数 5，以下

性质成立舺

舨艡舩

AUCova( 5 ) = 1
#�

#�∑
8=1

∑
9≠8

(
? 9

1 − ?8
) · AUC8 | 9 ( 5 (8)) 舨舳舮舳舩

舨艢舩

AUCova( 5 ) = AUCovo( 5 ), 当 ?8 =
1
#�

,

8 = 1, 2, · · · , #�
舨舳舮舴舩

舨艣舩 当且仅当AUCovo( 5 ) = 1时AUCova( 5 ) = 1。

舴舱
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定理舳舮舱舭舨艡舩表明AUCova将AUC8 | 9赋予权重
? 9

1−?8，数值正比于类对(8, 9)的样本

比重，导致忽略少数类别对的性能，不利于不平衡数据集的学习。相反，AUCovo则

对所有成对艁艕艃赋予相等的权重，近而更好的缓解类频对性能的影响。定理舳舮舱舭

舨艢舩表明当标签分布接近平衡时，AUCova和AUCovo趋于相等。定理舳舮舱舭舨艣舩进一

步证明当 5使性能最大化时 AUCova和AUCovo趋于一致。由此可见，AUCovo相

比AUCova更适合类不平衡的长尾数据集。

舳舮舲舮舳 研究目标

本章旨在构造最大化AUCovo的学习算法。为适应标准机器学习范式，本

章依照惯例舨艃艬苩艭艥艮苧良艮 等般 舲舰舰舸舻 艇艡良 等般 舲舰舱舵舻 艁艧艡色艷艡艬般 舲舰舱舴舻 艎艡色艡艳艩艭艨艡艮 等般

舲舰舱舳艢般艣舩，将最大化问题转化为基于期望风险的最小化问题 5 ∈ argmin 5 '( 5 )，

'( 5 ) = MAUC↓ =
#�∑
8=1

∑
9≠8

Ez1,z2 [ℓ
8, 9 ,1,2
0−1 |E (8 9)]

#� (#� − 1) , 舨舳舮舵舩

其中，

ℓ
8, 9 ,1,2
0−1 = ℓ0−1( 5 (8) , x1, x2, H

(8)
1 , H

(8)
2 ),

= O
[
Δ(H (8)1,2) · Δ( 5

(8)) < 0
]
+ 1

2
O
[
Δ( 5 (8)) = 0

] 舨舳舮舶舩

为0舭1错排损失。

舳舮舳 一致性分析

由于舰舭舱错排损失不可微，直接求解优化问题极为困难。本节将讨论如何构

造替代风险'ℓ ( 5 )，并以替代损失ℓ作为舰舭舱错排损失的可微替代函数。

首先推导出需要近似的目标：理想条件下，最下化舰舭舱损失时对应的最优函

数类。换言之，需得出满足

5 ∈ argmin
5

'( 5 )

的所有函数的基本形式。根据机器学习领域的惯例，将此类函数称为贝叶斯最

优得分函数。严格意义上，贝叶斯最优得分函数应为所有可测函数中'( 5 )最小

的函数集合。但由于本章主要专注于分类问题，需对得分函数进行适当归一化，

因此本章将最小化限定于以下函数类内：
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5 ∈ F#�
f = Ff × Ff · · · × Ff︸                  ︷︷                  ︸

#�

,

其中 ×为集合的笛卡尔积，Ff由下式给出：

Ff = {6 : 6为值域为 [0, 1] 可测函数} 舨舳舮舷舩

其中得分函数输出限制在[0, 1]内。在此限定基础上，本章记贝叶斯最优得分函

数为所有满足以下条件的得分函数：

5 ∈ argmin
5 ∈F#�f

'( 5 ),

在此基础上，由以下定理给出数据先验分布已知情况下的贝叶斯最优得分

函数数学形式。

定理 舳舮舲 舨贝叶斯最优得分函数舩. 给定[8 (·) = P[H = 8 |G]和?8 = P[H = 8]，可得出以

下结论舺

舨艡舩 若

Δ( 5 (8)) · Δ(c) > 0, ∀c (8) (x1, x2) ≠ c (8) (x2, x1), 舨舳舮舸舩

其中，

Δ( 5 (8)) = 5 (8) (x1) − 5 (8) (x2)

Δ(c) = c (8) (x1, x2) − c (8) (x2, x1)

c (8) (x1, x2) =
∑
9≠8

[8 (x1)[ 9 (x2)
2?8? 9

,

c (8) (x2, x1) =
∑
9≠8

[ 9 (x1)[8 (x2)
2?8? 9

,

舨舳舮船舩

则 5 = { 5 (8)}8=1,2, · · · ,#�是MAUC↓准则下的贝叶斯最优得分函数。

舨艢舩 令f(·)表示艳艩艧艭良艩艤函数，B8 (x) = [8 (x)/?8， B\8 (x) =
∑
9≠8 B 9 (x)，则贝叶

斯最优得分函数可表示为舺

5 ★(8) (x) =


f

(
B8 (x)
B\8 (x)

)
, 0 ≤ [8 (x) < 1

1, [8 (x) = 1.
舨舳舮舱舰舩
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该定理除可给出贝叶斯最优得分函数的形式之外，还表明最优得分函数可

按照

(
B8 (x)
B\8 (x)

)
对 5 (8) (x)样本进行排序。该变量可被视为H = 8与H ≠ 8的置信度比

值。与传统方法中直接采用后验概率P(H = 8 |x)作为置信度的方式不同，此处后

验分布 P(H = 8 |x)由因子1/?8加权，且P(H=8 |x)
?8
正比于类频无关概率：P(x |H = 8)，

因此MAUC↓意义下的贝叶斯最优得分函数不受类频影响，对于长尾数据具有一

定优势。

由于数据分布不可知，以及0舭1损失不可微，即使采用定理舳舮舲中的解决方案

仍然难以处理贝叶斯得分函数。因此，需要将0舭1损失替换为凸可微损失函数ℓ，

并近似求解以下问题：

5 ★ ∈ argmin
5

'ℓ ( 5 ),

'ℓ ( 5 )为替代形式的期望风险舺

'ℓ ( 5 ) =
∑
8

'
(8)
ℓ
( 5 (8))

#� (#� − 1) , 舨舳舮舱舱舩

'
(8)
ℓ
为第艩个得分函数对应的期望风险：

'ℓ ( 5 (8)) =
∑
9≠8

E
z1,z2

[
ℓ(Δ(H (8)1,2)Δ 5

(8)) |E (8 9)
]
. 舨舳舮舱舲舩

为确保近似求解的有效性，替代损失需要满足与艍艁艕艃的渐进一致性。换

言之，应确保通过最小化该替代风险可在渐进意义下得到贝叶斯最优函数。

由此引出极限条件下的一致性定义。

定义 舳舮舱 舨MAUC↓一致性舩. 1如果对于任意函数序列{ 5C}:=1,2, · · ·均有：

'ℓ ( 5C) → inf
5 ∈F#�f

'ℓ ( 5 )蕴含 '( 5C) → inf
5 ∈F#�f

'( 5 ). 舨舳舮舱舳舩

那么称ℓ与MAUC↓一致。

基于该定义，进一步给出一致性的充分条件，结论如下定理，详细证明见

附录艂舮舲舮舲。

定理 舳舮舳 舨MAUC↓ 一致性舩. 若替代损失函数ℓ在区间[−1, 1]为可导非增凸函数，

且ℓ′(0) < 0，则替代损失 ℓ与 MAUC↓一致。

1若无特别说明，所有分布DX×Y都满足此条件。

舴舴
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推论 舳舮舱. 由定理舳舮舳，以下结论成立舺

舱舮 艌良艧艩艴损失 ℓ;>68C (G) = log(1 + exp(−G))与 MAUC↓一致。

舲舮 指数损失 ℓexp(G) = exp(−G)与 MAUC↓一致。

舳舮 平方损失 ℓB@ (G) = (1 − G)2与 MAUC↓一致。

舴舮 @舭范数舨@ > 1舩铰链损失 ℓ@ (G) = (max(1 − G, 0))@ 是 MAUC↓一致的。

舵舮 对任意1/2 > n > 0，广义铰链损失舺

ℓn ,<(G) =


< − C, C ≤ 1 − n

(C − 1 − n)2/4n, 1 − n ≤ C < 1

0, 良艴艨艥色艷艩艳艥

舨舳舮舱舴舩

与 MAUC↓一致。

舶舮 对任意1 > n > 0距离加权损失舺

ℓ3 (G) =


1/C, C > n

1/n · (2 − C/n) , 良艴艨艥色艷艩艳艥
舨舳舮舱舵舩

与 MAUC↓一致。

由于铰链损失 ℓℎ8=64 (C) = max(1 − C, 0) = limn→0 ℓn (C)，因此铰链损失至少为

贝叶斯一致损失函数类的极限点般近似具有一致性。

舳舮舴 经验风险最小化

本节进一步针对无法估计期望风险的问题，构建经验风险最小化框架，并

对其泛化性能进行分析。

舳舮舴舮舱 经验替代风险最小化

为避免直接计算期望风险'ℓ ( 5 )，通常可从数据分布中经过有限次采样得

到训练数据S = {x8, H8}#8=1，并进行风险估计。为实现这一目的，以下命题给

出'ℓ ( 5 )在样本S的无偏估计。其中，为表示S中的标签频率，以 N8 = {x: : H: =

8, z: ∈ S}表示具有标签8的样本集。定义=8 = |N8 |为属于S中第8类的实例数。

命题 舳舮舱 舨无偏估计舩. 定义'̂ℓ,S ( 5 )为舺

'̂ℓ,S ( 5 ) =
#�∑
8=1

∑
9≠8

∑
x<∈N8

∑
x=∈N 9

1
=8= 9

ℓ8, 9 ,<,=,

舴舵
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ℓ8, 9 ,<,=是ℓ( 5 (8) (x<)− 5 (8) (x=))的简写，则'̂ℓ,S ( 5 )为'ℓ ( 5 )的无偏估计，满足 'ℓ ( 5 ) =

E
S
('̂ℓ,S ( 5 ))。

根据上述命题结论，可通过最小化有限训练集S上的经验风险'̂ℓ,S ( 5 )近似

完成风险最小化。在实际问题中，得分函数 5通常可通过参数\刻画，因此将 5记

作 5\（如，线性模型可定义为 5\ (x) = \>x）。此外，为防止过拟合，通常将 5的

选择限制在特定假设类H内。同样地，H本质上是参数化函数 5\的集合，因此限

制 5于H内，等价于限制\限制在某参数集合Θ内，其中H及Θ存在特定的对应关

系（如，H可以定义为满足| |\ | | ≤ W的所有线性模型）。利用该假设类，可以构

造以下优化问题，在H之中学习 5：

min
5 ∈H

'̂ℓ,S ( 5 ). 舨舳舮舱舶舩

从参数角度来看，式 舨舳舮舱舶舩等价于求解令目标最小化的参数\ ∈ Θ。此外，参数

约束\ ∈ Θ也可近似表示为正则项 '46Θ(\)。因此，可通过如下问题近似优化式

舨舳舮舱舶舩舺

min
\
'̂ℓ,S ( 5\) + U · '46Θ(\). 舨舳舮舱舷舩

式 舨舳舮舱舷舩已将原问题充分简化，可通过机器学习技术进行求解。为方便数学表

达，将采用符号 5和H，而不再显式定义\。

舳舮舴舮舲 MAUC↓ Rademacher复杂度及其性质

进一步地，研究此近似方法的泛化性能。一方面，一致的替代损失ℓ可以确

保最小化替代风险即可找到贝叶斯最优得分函数。另一方面，在经验风险较小

的情况下，还需要保证训练集性能可以较好地泛化到未知样本，即促使'ℓ ( 5 )期

望值足够小。为确保第二点，给定模型备选假设空间H，本节将基于给出最坏

情况下的泛化性能分析。具体而言，需确保不等式'ℓ ( 5 ) ≤ '̂ℓ ( 5 ) + X以大概率成

立，且当#趋向无穷大时，X趋于零。

模型泛化能力通常依赖于所选定假设集H的复杂程度，H越为复杂往往模

型的训练能力越强，但过拟合风险也随之增高。因此为完成本章方法的泛化性

能分析，首先给出MAUC↓经验风险最小化框架下H的复杂度程度刻画。本章中，

采用机器学习理论中广泛使用的艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复杂度舨艍良艨色艩 等般 舲舰舱舸舩作为复杂程

度的度量。

舴舶
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不同于只涉及独立样本层次损失的传统机器学习问题，艁艕艃的成对形式使

得艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复杂度难以刻画。具体地，艍艁艕艃公式中的被求和项间并不相互

独立，1，导致标准的对称化技术舨艍良艨色艩等般 舲舰舱舸舻 艂艡色艴艬艥艴艴等般 舲舰舰舲舩不适用于此问

题。为解决该问题，本章为MAUC↓损失给出艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复杂度的扩展形式，定

义如下。

定义 舳舮舲 舨MAUC↓ Rademacher复杂度舩. 给定数据集S = {(x8, H8)}<8=1，经验MAUC↓

艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复杂度，以及假设空间H定义如下：

ℜ̂MAUC↓,S (ℓ ◦H) = E
f

sup
5 ∈H

#�∑
8=1

∑
9≠8

∑
x<∈N8

∑
x=∈N 9

) 8, 9 ,<,=
 , 舨舳舮舱舸舩

) 8, 9 ,<,= =
f
(8)
< + f ( 9)=

2
· ℓ( 5

(8) (x<) − 5 (8) (x=))
=8= 9

,

对于8 = 1, 2, · · · , #�， f
(8)
1 , · · · , f (8)=8 是独立同分布的艒艡艤艥艭艡艣艨艥色随机变量。基于

数量版本的MAUC↓ 艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复杂度可定义为

ℜMAUC↓ (ℓ ◦H) = ES
[
ℜ̂MAUC↓,S (ℓ ◦H)

]
在此基础上由艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复杂度诱导出泛化性能上界，如以下定理所示。

证明见附录艂舮舵。

定理 舳舮舴 舨泛化界一般形式舩. 给定数据集S = {(x8, H8)}<8=1，样本由独立采样得到般

对于所有多类得分函数 5 ∈ H，若替代损失函数ℓ的值域包含于[0, �]般， ∀X ∈

(0, 1)，以下不等式至少依概率1 − X成立：

'ℓ ( 5 ) ≤ '̂S ( 5 ) + �1 ·
ℜ̂MAUC↓,S (ℓ ◦H)
#� (#� − 1) + �2 ·

�

#�
· b (_) ·

√
log( 2

X
)

#
, 舨舳舮舱船舩

�1, �2为常数，b (_) =
√∑#�

8=1
1
d8
, d8 =

=8
#
。

定理中d8表示第8类样本所占比例，而b (_)刻画了样本不平衡程度，仅当d8呈

现均匀分布时，b (_)达到最大化。因此该定理说明，误差期望'ℓ ( 5 )随训练误

差'̂S ( 5 )增大，随类别数#�、样本量#、模型不平衡程度减小而收敛至舰。

根据定理艂舮舵舮舲，只需计算出经验艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复杂度ℜ̂MAUC↓,S (ℓ ◦ H)的适当

上界，即可得到具体假设空间下的泛化界。为进一步简化构造艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复

1如，当x1 = x
′
1或x2 = x

′
2时， ℓ( 5 (8) (x1) − 5 (8) (x2))和ℓ( 5 (8) (x′1) − 5 (8) (x′2))相互依赖。

舴舷
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杂度的难度，以下将讨论基于覆盖数和艣艨艡艩艮艩艮艧技术的ℜ̂MAUC↓,S (ℓ ◦ H)上界构造

通用技术。借助以下各定理，可将ℜ̂MAUC↓,S (ℓ ◦ H)的上界转换为更简单模型类

的艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复杂度上界，避免对成对损失函数的处理。在本章后续内容中，

定理艂舮舵舮舴舭舨艡舩用于证明定理舳舮舶；定理舳舮舶用于证明定理舳舮舷；定理艂舮舵舮舴舭舨艢舩则用于

定理舳舮舸的证明之中。

基于附录艂舮舵中的引理艂舮舸所证明次高斯性质，可通过覆盖数推导出MAUC↓

艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复杂度上界，其定义可见定义舳舮舳和定义舳舮舴。

定义 舳舮舳 舨n舭覆盖舩. 舨艌艥艤良艵艸等般 舲舰舱舳舩令(H, 3)为一个舨伪舩度量空间，并且Θ ∈ H。

当Θ ∈ ⋂ 
8=1 B(ℎ8, n)时， {ℎ1, · · · , ℎ }称为Θ的n舭覆盖，即 ∀\ ∈ Θ, ∃8 B.C. 3 (\, ℎ8) ≤

n 舮

定义 舳舮舴 舨覆盖数舩. 舨艌艥艤良艵艸等般 舲舰舱舳舩基于定义舮舳舮舳，Θ以n为半径的覆盖数可定义

为

ℭ(n,Θ, 3) = min
{
= : ∃大小为=的Θ的n −覆盖

}
. 舨舳舮舲舰舩

基于上述定义，可得出以下结果。证明见附录 艂舮舵。注意，在以下讨论

中，覆盖数是在度量3∞,S之上定义的。具体而言，给定两个向量值函数 Y =

(Y (1) , · · · , Y (#� ))、s̃ = ( s̃ (1) , · · · , s̃ (#� ))，训练数据S，3∞,S (Y, s̃)定义为：

3∞,S (Y, s̃) = max
x8 ∈S , 9∈[#� ]

|Y ( 9) (z) − s̃ ( 9) (z) |. 舨舳舮舲舱舩

定理 舳舮舵 舨MAUC↓ 艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复杂度的艣艨艡艩艮艩艮艧界舩. 假设得分函数B (8)将X 映射至

有界区间[−'B, 'B]， ℜ̂MAUC↓,S (ℓ ◦H)具有以下性质：

舨艡舩 对于任意单减序列{n:}∞:=1，若lim:→∞ n: = 0且n0 ≥ 'B，则：

ℜ̂MAUC↓,S (ℓ ◦H) ≤ #� · (#� − 1) · qℓ · n 

+ 6 ·
 ∑
:=1

n:qℓ (#� − 1) · b (_)
√

log(ℭ(n: ,F , 3∞,S))
#

舨舳舮舲舲舩

舨艢舩 存在一个常数�，满足：

ℜ̂MAUC↓,S (ℓ ◦H) ≤ �qℓ inf
'B≥U≥0

(
#� (#� − 1)U

+ (#� − 1) · b (_) ·
∫ 'B

U

√
log(ℭ(n,F , 3∞,S))

#
3n

) 舨舳舮舲舳舩

根据定理艂舮舵舮舴，可进一步通过极小化技术（艭艩艮良色艩艺艡艴艩良艮 艴艥艣艨艮艩艱艵艥）舨艒艥艥艶艥

等般 舲舰舲舰舩，构造艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复杂度的简单上界。

舴舸
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定理 舳舮舶 舨上界的变形舩. 给定假设类

soft ◦ F =

{
g(x) = soft(s(x)) : Y ∈ F

}
,

soft(·)是艳良艦艴艭艡艸函数。假设Y(G) ∈ [−'B, 'B]#�和ℓ是qℓ舭艌艩艰艳艣艨艩艴艺连续函数，以下

不等式成立：

ℜ̂MAUC↓,S (ℓ ◦ soft ◦ F)
#� (#� − 1) ≤ qℓ

(
29 · 1

#�
·
√
#� · b (_) · log3/2 (4 · 'B · # · #�) ·

ℜ̂# ·#� (Π ◦ F) +
√

1
#

)
,

舨舳舮舲舴舩

ℜ̂# ·#� (Π ◦ F)定义为：

ℜ̂# ·#� (Π ◦ F)

= E
f

[
sup

5 =( 5 (1) , · · · , 5 (#� ) ) ∈F

1
# · #�

#�∑
9=1

#∑
8=1

f
(8)
9
· 5 ( 9) (x8)

] 舨舳舮舲舵舩

{f (8)
9
} (8, 9)为独立艒艡艤艥艭艡艣艨艥色随机变量组成的序列。

证明. 基于定理舮艂舮舵舮舴舭艡舩中的艣艨艡艩艮艩艮艧界，其证明过程与舨艒艥艥艶艥等般 舲舰舲舰般 艐色良艰舮舱舩类

似，其中参数为_ = 1, \ = 0, @ = #� , = = #.

定理舳舮舶中的结果将成对艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复杂度ℜ̂MAUC↓,S (ℓ◦soft◦F)转化为样本层

次艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复杂度ℜ̂# ·#�的函数。注意到ℜ̂# ·#�已不再涉及逐对求和计算，可

借鉴标准的艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复杂度上界舨艍良艨色艩等般 舲舰舱舸舩构造形式方式获得其上界。

舳舮舴舮舳 深度模型的泛化界

本节进一步基于艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复杂度及其性质，导出三个假设类的泛化界：（舱）

深层全连接网络，以及（舲）深层卷积神经网络。

舳舮舴舮舳舮舱 深度全连接网络的泛化界

首先对深层全连接网络进行形式化定义，将具有!个全连接层，#�个输出

单元的深度神经网络表示为：

5 (x) = ] 58,! (x) = ]B(8!−2 · · · B(81x)),

其中：B(·)为激活函数；=ℎ 9为第 9层的单元数；8 9 ∈ R=ℎ 9+1×=ℎ 9，9 = 1, 2, · · · , !−2

为前! − 1层权重舻] ∈ R=ℎ!−1×#� 为输出层权重；第8层的输出定义为舺

5 (8) (x) = ] (8)> 58,! (x),

舴船
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] (8)
>
为]的第8行；此外，假定

Π] ,8 = | |] | |� ·
!−2∏
9=1

| |8 9 | |� ≤ W

将具有上述特点的深度全连接网络抽象为如下假设类：

H�##
W,'B ,=ℎ

=

{
5 : 5 (8) (x) = ] (8)> 58,! (x), | | 5 (8) | |∞ ≤ 'B,

8 = 1, · · · , #� , Π] ,8 ≤ W
}
.

舨舳舮舲舶舩

为了保证各类别输出具有概率含义，将 5 (x)与艳良艦艴艭艡艸函数进行复合。最终有效

模型可抽象为以下假设类舺

soft ◦H�##
W,'B ,=ℎ

=

{
6 : 6 (8) =

exp( 5 (8) (x))∑#�
9=1 exp( 5 ( 9) (x))

, 5 ∈ H�##
W,'B ,=ℎ

}
. 舨舳舮舲舷舩

此类模型有以下泛化界，该结论为附录艂舮舵和引理艂舮船 中理论结果的自然推演，

证明过程基于艔艡艬艡艧色艡艮艤压缩性质，以及定理艂舮舵舮舴和定理舳舮舶所展现的艣艨艡艩艮艩艮艧技

术。

定理 舳舮舷 舨深度全连接网络的泛化界舩. 基于定理艂舮舵舮舲中的假设，若：

• B(·)为舱舭艌艩艰艳艨艩艰艴艺且为正齐次激活函数

• ℓ为qℓ舭艌艩艰艳艣艨艩艴艺连续函数；

• 输入特征采样自X ⊂ R3，对于所有x ∈ X，| |x | |22 ≤ 'X，

则对于所有 5 ∈ soft ◦H�##
W,'B ,=ℎ

，以下不等式以不低于1 − X的概率成立：

'ℓ ( 5 ) ≤ '̂S ( 5 ) +min
(
I�## ,1, I�## ,2

)
·
√

1
#

舨舳舮舲舸舩

j(_) =
√∑#�

8=1
∑
9≠8

1
d8d 9

, b (_) =
√∑#�

8=1
1
d8
, d8 =

=8

#
,

I�## ,1 = �1

√
2

2
qℓ ·

j(_)
#� − 1

+
(√

2�1'XqℓW

2
· �3 +

�2�

#�
·

√
2 log

(
2
X

))
· b (_),

舨舳舮舲船舩

I�## ,2 =�1qℓ

(
29

#�
· b (_) · log3/2 ( · # · #�) W · 'X · (

√
2 log(2)! + 1) + 1

)
+ �2

� ·
√

log( 2
X
) · b (_)

#�
,

舨舳舮舳舰舩

其中 �1、�2为常数， = 4 · 'B，�3 =

√
! log 2+

√
#�√

#�−1 。
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证明. 由舨艇良艬良艷艩艣艨等般 舲舰舱舸舩定理舮舱，易知： ℜ̂# ·#� (Π ◦F) ≤
'X W (
√

2 log(2)!+1)
# ·#� 进一

步叠加综合定理舮艂舮舵舮舲，定理舮舳舮舶，及附录艂舮舵舮舵中的引理舮艂舮船，即可完成证明。

其中j(_)反映了样本中不同类对(8, 9)的分布情况，若不同类对分布越为平

衡则该变量数值越小。因此j(_)以二阶的形式反映了数据集的不平衡程度。注

意到该结论到泛化误差对网络结构复杂度的依赖仅体现于
√
!即根号下全连接层

数。而增加网络复杂度可在对
√
!改变较小的情况下使训练误差'̂S ( 5 )显著降低，

由此证明采用深度学习模型的可行性。

舳舮舴舮舳舮舲 深度卷积网络的泛化界

进一步在舨艌良艮艧等般 舲舰舲舰舩基础上给出深度卷积网络的MAUC↓泛化界。

采用舨艌良艮艧 等般 舲舰舲舰舩中的基本设定，考虑如下深度卷积网络假设类。主

要研究具有#2>==个全连接层和#2>=E个卷积层的深层神经网络。第8个卷积层

的卷积核为线性算子 Q (8) ∈ R:8×:8×28−1×28。对于给定的卷积核算子Q，将卷

积操作表示为>?(Q)， Q (x) = >?(Q)x。此外，假设每个卷积层之后都连

接非线性激活函数以及一个可选的池化操作，并假设激活函数和池化操作都

都满足1舭艌艩艰艳艣艨艩艴艺连续性质。对于第8个全连接层，将其权重表示为 \ (8)。综

合卷积层和全连接层，给定的深度神经网络的所有参数集合可表示为 V =

{Q (1) , · · · , Q (#2>=E ) ,\ (1) , · · · ,\ (#2>==)}。同样地，假设损失函数满足：

舱舮 qℓ舭艌艩艰艳艣艨艩艴艺

舲舮 '0=64{ℓ} ⊆ [0, �]

在此设定下给出所研究的假设类。首先定义P (0)a 为模型初始参数的假设类：

P (0)a =

{
V :

(
max

8∈{1, · · · ,#2>=E }
| |>?(Q (8)) | |2

)
≤ 1 + a,

(
max

9∈{1, · · · ,#2>== }
| |\ ( 9) | |2

)
≤ 1 + a

}
.

舨舳舮舳舱舩

进一步地，将所学模型限定于以下PV,a假设类中。参数与P (0)a 中的固定初始值之

间距离不大于V：

PV,a =
{
V : 3## (V, Ṽ0) ≤ V, Ṽ0 ∈ P (0)a

}
. 舨舳舮舳舲舩

其中，3## (·, ·)给出了两组参数的距离：

3## (V, Ṽ) =
#2>=E∑
8=1

| |>?(Q (8)) − >?(Q̃ (8)) | |2 +
#2>==∑
8=1

| |\ (8) − \̃ (8) | |2. 舨舳舮舳舳舩

舵舱



面向复杂场景的艁艕艃优化理论、方法及应用

基于上述定义，应用定理艂舮舵舮舴可得出以下结论，证明过程见引理艂舮舱舰。

定理 舳舮舸 舨深度卷积网络的泛化界舩. 若采用艳良艦艴艭艡艸函数作为网络输出层进行处理，

给定如下深度卷积网络假设类：

soft ◦ FV,a =
{
g(x) = soft(sV (x)) : sV ∈ FV,a

}
,

FV,a = {BV : R##!−1 → R#� | V ∈ PV,a,

'0=64(s%) ⊆ [−'B, 'B]#� }.
舨舳舮舳舴舩

此外，假设

• supG∈X | |E42(x) | | ≤ 'X；

• 'B > 1/min
{√
#,

b (_ )
#�
·
√
#?0A (a#! + V + log(3'X · V · #))

}
;

• 给定数据集S = {(x8, H8)}<8=1，各样本由独立采样得到。

• 替代损失函数ℓ的值域包含于[0, �]般

则对于所有得分函数 5 ∈ soft ◦FV,a，∀X ∈ (0, 1)时，以下不等式以不低于1− X的

概率成立舺

'ℓ ( 5 ) ≤ '̂S ( 5 ) + �1U1U2 + �2 ·
�b (_)
#�

·

√
log( 2

X
)

#
, 舨舳舮舳舵舩

U1 = �̃ ·
qℓ · 'B · b (_)

#�
,

U2 =

√
#?0A (a#! + V + log (3V'X#))

#
,

�̃般 �1, �2为常数， #! = #2>=E + #2>==， #?0A是神经网络的参数总量。

证明. 由定理舮艂舮舵舮舲及附录艂舮舵舮舵中的引理舮艂舮舱舱即可得证。

舳舮舴舮舳舮舳 小结

注意，以上泛化上界中具有两个不平衡感知因子。第一个因子b (_)可捕

获S中的类标签分布不平衡性。另一个因子j(_)可捕获S中类别对分布的不平

衡性。因此，为提升泛化能力，训练集S必须同时具有较大的样本数#和较小的

不平衡性。其中不平衡性可由(b (_), j(_))感知。换言之，该泛化界表明：盲目

舵舲



第舳章 基于艍度量的多分类艁艕艃优化理论及方法

增加训练数据集的样本量并不能提高泛化能力。仅当增加少数类的样本点，才

可从根源上解决泛化瓶颈。因此，与常见的$ (
√

1/#)结果相比，本章的泛化界

能更好地刻画训练数据中的不平衡问题。

舳舮舵 优化加速

在本节中，重点讨论优化过程中存在的实际问题。如之前几节所示，MAUC↓替

代损失的复杂形式为下游优化算法造成较大的计算负担。具体地，给定单

个样本上计算损失的时间复杂度)ℓ以及梯度计算的时间复杂度)6A03，不难看

出，即使一次全批量或小批量损失和梯度计算，也需要 $ (∑#�
8=1

∑
9≠8 =8= 9)ℓ)和

$ (∑#�
8=1

∑
9≠8 =8= 9)6A03)的复杂度，其量级接近平方规模，难以获得较好的拓展

性。然而，本章发现对于一些主流的替代损失，成对计算过程可大幅简化。具

体地，提出指数损失、平方损失和铰链损失函数的损失及梯度的加速计算方法，

复杂度可大致由平方规模下降至线性规模。

首先考察目标函数及其梯度计算的一般过程。具体而言，经验替代风险函

数'̂ℓ具有以下一般形式：

'̂ℓ =

#�∑
8=1

∑
9≠8

∑
x<∈N8

∑
x=∈N 9

1
=8= 9
· ℓ8, 9 , 舨舳舮舳舶舩

其中，

ℓ8, 9 = ℓ

(
5 (8) (x<) − 5 (8) (x=)

)
,

5 (8) (x) = 68 (]ℎ) (x)),

] = [w (1) , · · · , w (#� )]>.

如，当将 68 (·)定义为神经网络最后一层（如艳良艦艴艭艡艸函数）的激活函数时，

w (8)即可视为输出层的权重，ℎ) (·)是除去最后输出层外的神经网络， 5 (8) (x)则为

整体神经网络。注意到，68 (·)和ℎ) (·)的选择只会影响样本层次的艣艨艡艩艮艩艮艧法则，

而仅ℓ的计算与平方规模复杂度相关。

首先给定通用计算过程。对于输出层参数，假设w (8) ∈ R=ℎ×1，将w (8)逐列进

行拼接，得到矩阵]，即，

] = [w (1) , · · · , w (#� )]>, ] ∈ R#�×=ℎ . 舨舳舮舳舷舩

舵舳



面向复杂场景的艁艕艃优化理论、方法及应用

注意到向量化操作并不影响求导过程，为方便起见，将模型除]外的参数进行

拼接并进行向量化，得到参数向量) ∈ R3\×1。例如，在深度学习网络中，)是除

输出层参数外所有参数的拼接。另外，ℎ) (x) 为一个向量，满足ℎ) (x) ∈ R=ℎ×1，

N是每个实例对应的ℎ) (x)的拼接，即：

N = [ℎ) (x1), · · · , ℎ) (x# )]>, N ∈ R=ℎ×# . 舨舳舮舳舸舩

推导加速算法过程中需要使用中间导数的计算，相关变量定义如下：

m8 5
( 9) (x) = m ( 5 ( 9) (x))

mw (8)>ℎ) (x)
舨舳舮舳船舩

@8, 9 = [m8 5 ( 9) (x1), · · · , m8 5 ( 9) (x# )]>, @8, 9 ∈ R#×1,

@ 9 (x:) = [m1 [ 5 ( 9) (x:)], · · · , m#� ( 5 ( 9) (x:))]>, @ 9 (x:) ∈ R#�×1.

舨舳舮舴舰舩

应用链式法则时，需要如下变量：

[ ( 9) = [∇)ℎ) (x1)]>@ 9 (x1), · · · ,∇)ℎ) (x# )]>@ 9 (x# )], [ ( 9) ∈ R3\×# . 舨舳舮舴舱舩

最后，记权重 1
=8= 9
的向量形式为：

J (8) = [ 1
=8=H1

, · · · , 1
=8=H#

]>, J (8) ∈ R#×1. 舨舳舮舴舲舩

舳舮舵舮舱 指数损失

舳舮舵舮舱舮舱 损失计算

对于指数损失，可以通过因式分解进行简化计算：

'̂4G? =

#�∑
8=1

∑
x<∈N8

∑
9≠8

∑
x=∈N 9

1
=8= 9
· exp

(
U ·

(
5 (8) (x<) − 5 (8) (x=)

))
,

=

#�∑
8=1

( ∑
x<∈N8

exp(U · 5 (8) (x<))
)

︸                           ︷︷                           ︸
(08)

· ©­«
∑
9≠8

∑
x=∈N 9

1
=8= 9
· exp(−U · 5 (8) (x=))

ª®¬︸                                           ︷︷                                           ︸
(18)

舨舳舮舴舳舩

基于上述变形，可先分别计算(08)、 (18)，然后将其相乘，从而进行损失计算。

相比较原始的$ (∑#�
8=1

∑
9≠8 =8= 9#�)ℓ)复杂度，上述变形只需$ (##�)ℓ)复杂度，

大大提高了计算效率。

舵舴



第舳章 基于艍度量的多分类艁艕艃优化理论及方法

舳舮舵舮舱舮舲 梯度计算

对梯度计算的加速可由类似方式得出。由公式舨舳舮舳舷舩舭公式舨舳舮舴舱舩及链式法则，

有：

∇w (8) (0 9) =
∑
x<∈N8

U exp(U · 5 ( 9) (x<)) · m8 5 ( 9) (x<) · ℎ) (x<)

= UN(I8 � ŷ (8) ,+4G? � @8, 9).

∇w (8) (1 9) = −
∑
9≠8

∑
x=∈N 9

1
=8= 9

U · exp(−U · 5 ( 9) (x=)) · m8 5 ( 9) (x=) · ℎ) (x=)

= −UN(I\8 � J (8) � ŷ (8) ,−4G? � @8, 9),

∇ℎ) (x: ) (0 9) = I 9 (x:) · U · exp(U · 5 ( 9) (x:))︸                                ︷︷                                ︸
@ 9 (x: )

·
#�∑
8=1

m8 5
( 9) (x:) · w (8) ,

= @ 9 (x:) ·]>@ 9 (x:)

∇ℎ) (x: ) (1 9) = − I29 (x:) · J
(8)
:
· U · exp(−U · 5 ( 9) (x:))︸                                           ︷︷                                           ︸
@̃ 9 (x: )

·
#�∑
8=1

m8 5
( 9) (x:) · w (8) ,

= −@̃ 9 (x:) ·]>@ 9 (x:)

舨舳舮舴舴舩

其中，

I8 = � [x8 ∈ N8] , I\8 = � [x8 ∉ N8] , I 9 (x) = O
[
G ∈ N 9

]
, I29 (x) = 1 − I 9 (x)

ŷ (8) ,+4G? = [exp(U · 5 (8) (x1)), · · · , exp(U · 5 (8) (x# ))]>,

ŷ (8) ,−4G? = [exp(−U · 5 (8) (x1)), · · · , exp(−U · 5 (8) (x# ))]>.

舨舳舮舴舵舩

此外，定义q 9 = [@ 9 (x1), · · · , @ 9 (x# )]>， q̃ 9 = [@̃ 9 (x1), · · · , @̃ 9 (x# )]>。根据公

式舨舳舮舴舱舩，有：

∇) (0 9) =
#∑
:=1

∇) (ℎ) (x:))∇ℎ) (x: )0 9 = [ ( 9)q 9

∇) (1 9) =
#∑
:=1

∇) (ℎ) (x:))∇ℎ) (x: )1 9 = −[ ( 9) q̃ 9

舨舳舮舴舶舩

舵舵



面向复杂场景的艁艕艃优化理论、方法及应用

算法 3 CalIndex
舱舺 输入： x↓0 , · · · , x

↓
=8−1 , x̃

↓
0 , · · · , x̃

↓
#−=8−1 , U舮

舲舺 ? ← 0 ⊲当前正实例的指针

舳舺 @ ← 0 ⊲当前负实例的指针

舴舺 I0:(=8−1) = 0舮 ⊲满足A(8)
9
= {x̃ (8)↓

:
}I:
:=1的指示集

舵舺 while ? < =8 , @ < # − =8 do

舶舺 if 5 (8) (x (8)↓? ) − 5 (8) ( x̃ (8)↓@ ) < U then

舷舺 @+ = 1 ⊲若当前实例对非零，转到下一个负实例

舸舺 else

船舺 I? = max(@ − 1, 0) ⊲ A(8)? 为x̃ (8)↓@−1的最后一个元素

舱舰舺 ?+ = 1

舱舱舺 end if

舱舲舺 end while

舱舳舺 if @ = # − =8 then

舱舴舺 I? = max(@ − 1, 0) ⊲ A(8)? 为x̃ (8)↓#−=8−1的最后一个元素

舱舵舺 end if

舱舶舺 if ? < =8 then ⊲若A(8)? 包括所有负实例，则对于所有A(8)
?′ = A(8)? ，?′ > ?

舱舷舺 I(?+1) :(=8−1) = I?

舱舸舺 end if

从而，可通过下式进行梯度计算：

∇w (8) '̂BDAA =
#�∑
9=1

(
∇w (8) (0 9)

)
· (1 9) + (0 9) ·

(
∇w (8) (1 9)

)
= UN

(
#�∑
9=1

1 9I8 � ŷ (8) ,+4G? � @8, 9 − 0 9I\8 � J (8) � ŷ (8) ,−4G? � @8, 9

)
,

∇) '̂BDAA =
#�∑
9=1

(
∇) (0 9)

)
· (1 9) + (0 9) ·

(
∇) (1 9)

)
=

#�∑
9=1

[
[ ( 9) (1 9q 9 − 0 9 q̃ 9)

]
.

舨舳舮舴舷舩

由上述紧凑形式可见，相比较原始的$ (#�
∑#�
8=1

∑
9≠8 =8= 9)6A03)复杂度，加

速算法仅需$ (##�)6A03)复杂度。

舳舮舵舮舲 铰链损失

舳舮舵舮舲舮舱 损失计算

首先给出铰链替代风险的形式：

'̂ℎ8=64 =

#�∑
8=1

∑
x<∈N8

∑
9≠8

∑
x=∈N 9

1
=8= 9
·
(
U −

(
5 (8) (x<) − 5 (8) (x=)

))
+
. 舨舳舮舴舸舩

注意到，求和内部的项仅当
(
5 (8) (x<) − 5 (8) (x=)

)
≤ U时非零。此外，对于非零

舵舶
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项，max(G, 0) = G。一旦获得铰链损失的所有非零项，损失计算则退化为自反函

数，后续计算可显著加速。因此，加速算法的关键在于高效地定位非零项。

固定一个类别8和一个实例x< ∈ N8，记A(8) (x<)为与x<关联的所有非零项集

合：

A(8) (x<) = {x= ∉ N8, U > 5 (8) (x<) − 5 (8) (x=)}.

根据A(8) (x<)，可将'̂ℎ8=64重形式化为：

'̂ℎ8=64 =

#�∑
8=1

∑
x<∈N8

[ ©­«
∑
9≠8

∑
x=∈N 9∩A(8) (x<)

1
=8= 9

ª®¬ ·
(
U − 5 (8) (x<)

)
+

∑
9≠8

∑
x=∈N 9∩A(8) (x<)

1
=8= 9
· 5 (8) (x=)

]
,

=

#�∑
8=1

∑
x<∈N8

[
X (8) (x<) · (U − 5 (8) (x<)) + Δ(8) (x<)

]
,

舨舳舮舴船舩

其中，

X (8) (x<) =
∑
9≠8

∑
x=∈N 9∩A(8) (x<)

1
=8= 9

, Δ(8) (x<) =
∑
9≠8

∑
x=∈N 9∩A(8) (x<)

1
=8= 9

5 (8) (x=).

基于该形式，一旦X (8) (x) 和Δ(8) (x)被固定，可在$ (#)的复杂度内完成对损失函

数的计算。故计算瓶颈主要来自于对X (8) (x)和Δ(8) (x)的计算。

以下介绍高效计算X (8) (x<),Δ(8) (x<),A(8) (x<)的方法。为此，给定一个具体

的类别8，首先根据实例得分 5 (8) (x)对其正负例样本分别进行排序：

5 (8) (x↓0) ≥ 5 (8) (x↓1) · · · , ≥ 5 (8) (x↓
=8−1), x↓

8
∈ N8,

5 (8) (x̃↓0) ≥ 5 (8) (x̃↓1) · · · , ≥ 5 (8) (x̃↓
#−=8−1), x̃↓

8
∉ N8 .

舨舳舮舵舰舩

显然，易知：

A(8) (x↓0) ⊆ A(8) (x↓1) ⊆ · · · ⊆ A(8) (x↓
=8−1). 舨舳舮舵舱舩

从而，利用动态规划算法，仅需对全体样本进行一次扫描，即可找出所

有A(8) (x↓
:
), : = 0, 1, · · · , =8 − 1，具体方法如算法舳。基于构建好的A(8) (x↓

:
)（为

简化表示，将其记作A(8)
:
），给出如下递归计算X (8) (x)和Δ(8) (x)的方式：

X (8) (x↓
:+1) = X

(8) (x↓
:
) +

∑
9≠8

∑
N 9∩A(8):+1\A

(8)
:

1
=8= 9

,

Δ(8) (x↓
:+1) = Δ

(8) (x↓
:
) +

∑
9≠8

∑
x=∈N 9∩A(8):+1\A

(8)
:

1
=8= 9

5 (8) (x=).
舨舳舮舵舲舩

舵舷
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算法 4铰链损失加速算法
舱舺 输入： ^、_、U。
舲舺 输出： loss。
舳舺 loss← 0

舴舺 for 8 = 1 : #� do

舵舺 基于 5 (8) (x)计算x (8)↓0 , · · · , x (8)↓
=8−1

舶舺 基于 5 (8) (x)计算x (8)↓0 , · · · , x (8)↓
#−=8−1

舷舺 5 (8) (x)+ = [ 5 (8) (x (8)↓0 ) , · · · , 5 (8) (x
(8)↓
=8−1) ]

舸舺 J (8) =


1

=8=
H (x̃ (8)↓0 )

, · · · , 1
=8=

H (x̃ (8)↓
#−1 )


船舺 C0 ← 0, X (8)offset ← 0, Δ(8)offset ← 0, ;>2 = 0

舱舰舺 �(8)0:(=8−1) ← 0, % (8)0:(=8−1) ← 0

舱舱舺 I ← CalIndex舨x (8)↓0 , · · · , x (8)↓=8 , x̃
(8)↓
0 , · · · , x̃ (8)↓

#−=8−1 , U舩

舱舲舺
舱舳舺 while : < =8 do

舱舴舺 if I: ≠ C0 − 1 then ⊲当A(:) ≠ A(:−1)时，继续扫描

舱舵舺 C1 ← I: + 1 ⊲确保A(8)
:+1\A

(8)
:
= {x̃ (8)↓D }

C1−1
D=C0

舱舶舺 X
(8)
:
← X

(8)
offset +

∑C1−1
D=C0

J (8)D ⊲递归计算X (8) (x (8)↓
:
)

舱舷舺 Δ
(8)
:
← Δ

(8)
offset +

∑C1−1
D=C0

J (8)D · 5 (8) ( x̃
(8)↓
:
) ⊲递归计算Δ(8) (x (8)↓

:
)

舱舸舺 C0 ← C1 ⊲更新最初的元素

舱船舺 X
(8)
offset ← X

(8)
:
, Δ

(8)
offset ← Δ

(8)
:

⊲更新偏置

舲舰舺 else if �: ≠ # − =8 − 1 then ⊲检查是否满足A(:) = A(:−1)且A(:) ≠ N\8

舲舱舺 X
(8)
:
= X

(8)
offset , Δ

(8)
:
= Δ

(8)
offset ⊲复制最后一次更新

舲舲舺 else

舲舳舺 break ⊲当A(:) = N\8 且A(:) = A(:−1)时停止迭代

舲舴舺 end if

舲舵舺 :+ = 1

舲舶舺 end while

舲舷舺 if : < =8 then

舲舸舺 % (8)
::(=8−1) = X

(8)
offset , �

(8)
::(=8−1) = Δ

(8)
offset ⊲令A(8)G = A(8)

:−1 , ∀G ≥ :

舲船舺 end if

舳舰舺 loss+ = (U − 5 (8) (x)+)>% (8) + �(8)1

舳舱舺 end for

上述递归规则可同样由线性时间实现。综上所述，铰链损失加速算法仅需$ (#� #̄);)的

时间复杂度。算法舴给出所述加速算法的具体实现步骤。

舳舮舵舮舲舮舲 梯度计算

与损失计算类似，给出梯度计算的加速算法。由类似分析可知：

舵舸
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∇�'̂ℎ8=64 =
#�∑
8=1

∑
x<∈N8

[
− ©­«

∑
9≠8

∑
x=∈N 9∩A(8) (x<)

1
=8= 9

ª®¬ · ∇� 5 (8) (x<)
+

∑
9≠8

∑
x=∈N 9∩A(8) (x<)

1
=8= 9
∇� 5 (8) (x=)

]
=

#�∑
8=1

∑
x<∈N8

(
−X (8) (x<) · ∇� 5 (8) (x<) + Γ(8) (x<)

)
舨舳舮舵舳舩

其中，

Γ(8) (x<) =
∑
9≠8

∑
x=∈N 9∩A(8) (x<)

1
=8= 9
∇� 5 (8) (x=).

对于任意x ∈ S，任意类别 9，基于公式舨舳舮舳舷舩舭公式舨舳舮舴舱舩，可通过下式计

算∇Θ 5 ( 9) (x)：

∇w (8) 5 ( 9) (x) = m8 5 ( 9) (x) · ℎ) (x),

∇ℎ) (x) 5 (8) (x) = ]>@ 9 (x),

∇) 5 (8) (x) = ∇)ℎ) (x)]>@ 9 (x).

舨舳舮舵舴舩

同损失计算类似，采用动态规划算法进行加速。第一步得到x↓0, · · · , x
↓
=8−1

和x̃↓0, · · · , x̃
↓
#−=8−1，并计算 A(8)

:
（过程与损失计算相同）。随后，采用如下递归

方式计算新的变量Γ(8) (x↓
:
)：

Γ(8) (x↓
:+1) = Γ

(8) (x↓
:
) +

∑
9≠8

∑
x=∈N 9∩A(8):+1\A

(8)
:

1
=8= 9
∇� 5 (8) (x=). 舨舳舮舵舵舩

基于上式，可采用类似算法进行梯度计算。

舳舮舵舮舳 平方损失

舳舮舵舮舳舮舱 损失计算

对于每个固定的类别8，构造一个相似度矩阵G f f (8)，满足：

G f f (8)<,= =



1
=8=H<

, = ∈ N8, < ∉ N8,

1
=8=H=

, < ∈ N8, = ∉ N8,

0, 良艴艨艥色艷艩艳艥.

舨舳舮舵舶舩

舵船
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从而，有矩阵形式：

G f f (8) = J (8) (1 − Y(8))Y(8)> + Y(8) (1 − Y(8))>J (8) , 舨舳舮舵舷舩

随后，平方替代损失下的经验替代风险函数可重形式化为：

'̂B@ =

#�∑
8=1

�(8)
>

B@ L(8)�(8)B@ , 舨舳舮舵舸舩

其中，

�(8)B@ = _
(8) − 5 (8) (^), 5 (8) (^) = [ 5 (8) (x1), · · · , 5 (8) (x# )]>, 舨舳舮舵船舩

且L(8) = 3806(G f f (8)1) − G f f (8) 是G f f (8)对应的拉普拉斯矩阵。观察L(8)的结

构，可推出一个损失加速计算的高效分解方案。具体而言，方案如下：

'̂B@ =

#�∑
8=1

1
2
�(8)>B@ (+ (8) � �(8)B@ ) − Δ

(8)
1 · Δ

(8)
2 , 舨舳舮舶舰舩

其中，

Δ
(8)
2 = _ (8)

>
�(8)B@

Δ
(8)
1 = �(8)

>

B@ J
(8) (1 − _ (8))

+ (8) = =8J
(8) (1 − _ (8)) + #� − 1

=8
_ (8) .

舨舳舮舶舱舩

显然，上式包含的两项均只需$ (#�#);)的复杂度。具体分解方案见算法舵。

舳舮舵舮舳舮舲 梯度计算

根据算法舵般公式舨舳舮舳舷舩舭公式舨舳舮舴舱舩和链式法则，有：

∇w (8) '̂B@ =
#�∑
8=1

1
2
· ∇w (8)�(8)>B@ (+ (8) � �(8)B@ ) − ∇w (8)Δ

(8)
1 · Δ

(8)
2 舨舳舮舶舲舩

其中，

1
2
∇w (8)�( 9)

>

B@ (+ ( 9) � �( 9)B@ ) = N(�( 9)B@ � + ( 9) � @8, 9),

∇w (8)Δ(8)1 Δ
(8)
2 = N

[(
Δ
(8)
2 · J

(8) (1 − _ (8)) + Δ(8)1 _
(8)

)
� @8, 9

]
,

1
2
∇)�( 9)

>

B@ (+ ( 9) � �( 9)B@ ) = [ ( 9) (^ ( 9) � �( 9)),

∇)Δ(8)1 Δ
(8)
2 = [ ( 9)

[
Δ
(8)
2 · J

(8) (1 − _ (8)) + Δ(8)1 _
(8)

]
,

舨舳舮舶舳舩

该结论再次说明梯度计算仅需$ (#�#)6A03)时间复杂度。

舶舰
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算法 5平方损失加速算法
舱舺 输入: ^、_、U、i(·)舮

舲舺 输出: loss。

舳舺 loss← 0

舴舺 for 8 = 1 : #� do

舵舺 计算J (8)。

舶舺 �(8) ← (_ (8) − 5 (8) (^))

舷舺 + (8) ← =8J
(8) (1 − _ (8)) + #� − 1

=8
_ (8)

舸舺 Δ
(8)
1 ←

(
�(8)

>

B@ (J (8)1 − _ (8))
)

船舺 Δ
(8)
2 ← _ (8)

>
�(8)B@

舱舰舺 loss+ = 1
2�
(8)>
B@ (+ (8) � �(8)B@ ) − Δ

(8)
1 · Δ

(8)
2

舱舱舺 end for

表 3.1三个替代损失函数的加速

Table 3.1 Acceleration for three losses2

算法 损失函数 梯度 要求

艥艸艰 舫 艡艣艣艥艬艥色艡艴艩良艮 $ (#� · # · )ℓ) $ (#� · # · )6A03) min8 =8 � 2

艳艱艵艡色艥艤 舫 艡艣艣艥艬艥色艡艴艩良艮 $ (#� · # · )ℓ) $ (#� · # · )6A03) 4
1
2 (#−=8 ) � =8 � # − 4 1

2 =8

艨艩艮艧艥 舫 艡艣艣艥艬艥色艡艴艩良艮 $ (#� · #̄ · )ℓ) $ (#� · #̄ · )6A03) min8 =8 � 2

艷舯良 艡艣艣艥艬艥色艡艴艩良艮 $ (∑#�
8=1

∑
9≠8 =8= 9 · )ℓ) $ (∑#�

8=1
∑
9≠8 =8= 9 · )6A03) \

舳舮舵舮舴 总结

表舳舮舱比较了不同算法的复杂度。为保证足够的效率提升，数据集大小必须

满足#� · # <
∑#�
8=1

∑
9≠8 =8= 9且#� · #̄ <

∑#�
8=1

∑
9≠8 =8= 9。首先，注意到：

#�∑
8=1

∑
9≠8

=8= 9 − #� · # =
#�∑
8=1

[=8 (# − =8) − (=8 + (# − =8))] . 舨舳舮舶舴舩

为保证#� · # <
∑#�
8=1

∑
9≠8 =8= 9，需令

=8 (# − =8) > (=8 + (# − =8)), ∀8.

2#̄ =
∑#�
8=1 =8 log =8 + (# − =8) log(# − =8)

舶舱
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显然，当min8 =8 � 2时满足要求。类似地，有：

#�∑
8=1

∑
9≠8

=8= 9 − #� · #̄ =
#�∑
8=1

[=8 (# − =8) − =8 log(=8) − (# − =8) log(# − =8)] . 舨舳舮舶舵舩

从而，当
1
2
(# − =8) > log(=8),

1
2
(=8) > log(# − =8)

时，满足#� · #̄ <
∑#�
8=1

∑
9≠8 =8= 9 , ∀8。换言之，应保证满足

exp(1
2
(# − =8)) � =8 � # − exp(1

2
=8), ∀8

即可得到明显的效率提升。且上述要求除极端不平衡的数据外，大部分真实数

据集均可满足。

图 3.1 CIFAR-100-Imb数据集标签分布，表格中的每个单元代表一个特定的=8。左侧的行标

题显示行中id的范围。类id的编号方式与原始数据集相同。

Figure 3.1 The label distribution for CIFAR-100-Imb Dataset, where each cell in the table

presents a specific =8. The row title in the left shows the range of id in the row. The class

ids are numbered in the same way as the original dataset.

舳舮舶 实验

舳舮舶舮舱 数据集

本节主要对数据集进行实证分析。首先介绍所使用数据集，总体而言，数

据集有三种来源：（艡）艌艉艂艓艖艍网站，（艢）艋艅艅艌网站，及（艣）其他网站。注意，

舶舲
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对于所有以艉艭艢为前缀的数据集，本章使用从原始数据集中采样的不平衡子集进

行实验。数据集的基本信息摘要如表舮舳舮舳所示。 Aj定义为 Aj =
max8 =8
min8 =8

舨艌艥艭艡苮艴色艥

等般 舲舰舱舷舩。

表 3.2 User-Imb数据集的=8

Table 3.2 =8 for User-Imb

艣艬艡艳艳 艆舲舲舭 艆舲舴舭舲舶 艆舲舷舭舲舸 艆舲船舭舳舲 艆舳舳舭舴舲 艆舴舳舫

艳艡艭艰艬艥 800 400 400 800 1, 600 400

艣艬艡艳艳 艍舲舲舭 艍舲舳舭舲舶 艍舲舷舭舲舸 艍舲船舭舳舱 艍舳舲舭舳舸 艍舳船舫

艳艡艭艰艬艥 1, 600 8, 000 800 1, 600 8, 000 8, 000

表 3.3数据集基本信息

Table 3.3 Basic Information of the Datasets

艄艡艴艡艳艥艴 #B0<?;4B #2;0BB4B # 5 40CDA4B Aj

艂艡艬艡艮艣艥 625 3 4 5.88

艄艥色艭艡艴良艬良艧艹 357 6 34 5.55

艅艣良艬艩 336 8 7 71.50

艎艥艷舭艴艨艹色良艩艤 215 3 5 5.00

艐艡艧艥艢艬良艣艫艳 548 5 10 164.00

艓艥艧艭艥艮艴艉艭艢 749 7 18 20.31

艓艨艵艴艴艬艥 2, 175 5 9 853.00

艓艶艭艧艵艩艤艥舲 391 3 20 4.17

艙艥艡艳艴 1, 484 舱舰 舸 92.60

艃艉艆艁艒舭舱舰舰舭艉艭艢 23, 350 100 2, 048 50.00

艕艳艥色舭艉艭艢 24, 400 12 21, 527 20.00

舨艡舩 LIBSVM数据集 3:包括Shuttle般 Svmguide-2般 SegmentImb。

舨艢舩 KEEL数据集 4: 包括Balance般 Dermatology般 Ecoli般 New Thyroid般 Page

Blocks般 Yeast。

3https://www.csie.ntu.edu.tw/~cjlin/libsvmtools/datasets/

4http://www.keel.es/

舶舳
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舨艣舩 其他数据集：舺

舨舱舩 CIFAR-100-Imb： 艃艉艆艁艒舭舱舰舰数据集5包含来自舱舰舰类的舶舰舰个样本。本章

通过采样形成艃艉艆艁艒舭舱舰舰数据集的不平衡版本。舱舰舰个类编码为1, · · · 100。对

于每个类8，随机抽取如图舳舮舱中所示的=8实例，形成数据集的不平衡版本。

舨舲舩 User-Imb： 原始数据集来自第三方移动数据平台艔艡艬艫艩艮艧艄艡艴艡，该平台根

据移动用户的应用程序使用记录预测移动用户的人口统计特征。该数据集

是为艋艡艧艧艬艥比赛而收集，名为艔艡艬艫艩艮艧 艄艡艴艡 艍良艢艩艬艥 艕艳艥色 艄艥艭良艧色艡艰艨艩艣艳。 6 原

始特征包括记录的事件、应用程序属性和设备信息等。有舱舲个目标类舧艆舲舳舭

舧、 舧艆舲舴舭舲舶舧、 舧艆舲舷舭舲舸舧、 舧艆舲船舭舳舲舧、 舧艆舳舳舭舴舲舧、 舧艆舴舳舫舧、 舧艍舲舲舭舧、 舧艍舲舳舭舲舶舧、

舧艍舲舷舭舲舸舧、舧艍舲船舭舳舱舧、舧艍舳舲舭舳舸舧、 舧艍舳船舫舧。这些类别描述用户的人口统计

信息（性别和年龄）。在本章的实验中，对原始数据集的不平衡子集进行采

样。采样后的各类别样本数如表舮舳舮舲所示。

舳舮舶舮舲 对比方法

对比方法的选择： 对比方法包括以下几类：第一类为基线模型不针对不平

衡问题进行任何处理；第二类为基于采样的方法，通过过采样和欠采样处理不

平衡问题；第三类为不平衡损失函数：通过特定损失函数处理不平衡问题。此

外，通过平方损失、指数损失和铰链损失以及第舳舮舵节中提出的加速方法实现本

章的框架。其中采样操作通过艰艹艴艨良艮库 Imbalanced learn舨艌艥艭艡苮艴色艥 等般 舲舰舱舷舩 7

进行实现。具体情况如下：

舱舮 基线模型：Logistics回归 (LR)舮对于传统的数据集，将LR损失应用于线性

模型。对于深度学习数据集，将交叉熵损失应用于公共的网络骨架。

舲舮 过采样方法： 首先增加少数类样本的比例，生成更平衡的数据集，然后使

用LR在新数据集上训练模型。使用的采样策略如下：

• BM： 舨艂良色艤艥色艬艩艮艥艓艍艏艔艅舩 舨艈艡艮等般 舲舰舰舵舩舺 该方法为艓艍艏艔艅方法的一个

变种，通过对位于决策边界的少数难样本进行重复采样，从而增加难样本的

比例。

• MM： 舨艍艗艍艏艔艅舩 舨艂艡色艵艡等般 舲舰舱舲舩舺 该方法为艓艍艏艔艅方法的另一个变

5https://www.cs.toronto.edu/~kriz/cifar.html

6https://www.kaggle.com/c/talkingdata-mobile-user-demographics/data

7https://imbalanced-learn.readthedocs.io/en/stable/#

舶舴
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种。该方法首先识别出较难的少数类样本，并根据这些样本与最近的多数类

样本之间的欧氏距离确定权重。

舳舮 欠采样方法舮 首先通过采样减少多数类样本数，生成一个更均衡的数据集，

然后使用LR在新的数据集上训练模型。采用以下三种对比方法：

• IHT： 舨艉艮艳艴艡艮艣艥艈艡色艤艮艥艳艳艔艨色艥艳艨良艬艤舩 舨艓艭艩艴艨等般 舲舰舱舴舩舮 该方法利用舨艓艭艩艴艨

等般 舲舰舱舴舩中提出的实例难度度量从多数类中过滤难样本和噪声样本。

• NM： 舨艎艥艡色艍艩艳艳舩舨艍艡艮艩等般 舲舰舰舳舩舺 该方法采用欠采样的思想，使多数类

样本包围少数类样本。

• TL： 舨艔良艭艥艫艌艩艮艫艳舩 舨艔良艭艥艫般 舱船舷舶舩 该方法采用艔良艭艥艫舭艌艩艮艫艳方法去除多

数类中对决策边界贡献不大的冗余样本。

舴舮 不平衡损失函数 舨应用于深度学习模型舩：对于艃艉艆艁艒舭舱舰舰舭艉艭艢和 艕艳艥色舭艉艭艢数

据集，将本章所提方法与不平衡损失函数进行对比。

• Focal Loss舨艌艩艮等般 舲舰舱舷艡舩舺 该类方法通过在交叉熵损失中加入一个调节

因子来突出训练过程中的难样本和少数样本，从而解决不平衡问题。

• CB-CE舺该方法是指在交叉熵损失上应用舨艃艵艩等般 舲舰舱船舩中提出的样本加

权方案解决不平衡问题。

• CB-Focal舺 该方法是指在艆良艣艡艬损失上应用舨艃艵艩 等般 舲舰舱船舩中提出的样本

加权方案解决不平衡问题。

• LDAM舨艃艡良等般 舲舰舱船舩舺 在各类别最小边际的基础上，该方法提出可感知

标签分布的边际损失。

舵舮 所提出的方法：

• Ours1：基于平方替代损失ℓB@ (U, C) = (U − C)2实现本章所提框架。

• Ours2：基于指数损失ℓexp(U, C) = exp(−UC)实现本章所提框架。

• Ours3：基于铰链损失ℓℎ8=64 (U, C) = (U − C)+实现本章所提框架。

舳舮舶舮舳 实现细节

基本架构： 所有实验均在一台配备艉艮艴艥艬舨艒舩 艘艥良艮舨艒舩 艃艐艕 艅舵舭舲舶舲舰 艶舴 艣艰艵和

艔艉艔艁艎 艒艔艘 艇艐艕的艵艢艵艮艴艵舱舶舮舰舴舮舶服务器上进行。实验代码使用python3.6.7实

现，依赖库包括： pytorch 舨艶舭舱舮舱舮舰舩、sklearn 舨艶舭舰舮舲舱舮舳舩和numpy 舨艶舭舱舮舱舶舮舲舩。

对于传统的数据集，借助sklearn和numpy实现所提算法。对于铰链损失，使

用艃艹艴艨良艮来加速动态规划算法。对于深度学习数据集，所提算法使用pytorch实
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面向复杂场景的艁艕艃优化理论、方法及应用

现。

度量指标：给定得分函数 5 = ( 5 (1) , · · · , 5 (#� ))，通过艍艁艕艃指标进行性能评

估，艍艁艕艃越大代表性能越好：

MAUC↑ =
1

#� · (#� − 1) ·

#�∑
8=1

∑
9≠8

��{(x1, x2) : x1 ∈ N8, x2 ∈ N 9 , 5
(8) (x1) > 5 (8) (x2)

}��
=8= 9

舨舳舮舶舶舩

优化算法：在优化方法上，采用类艮艥艳艴色良艶加速法进行非凸优化；采用舨艌艩等般

舲舰舱舵艢舻 艌艩艵 等般 舲舰舱船艡般艢舩中的算法训练艳良艦艴艭艡艸线性模型；采用艡艤艡艭算法训练深层

神经网络。此外，采用艓艇艄算法训练艕艳艥色舭艉艭艢数据集的对应模型；使用艡艤艡艭舨艚良艵

等般 舲舰舱船舻 艋艩艮艧艭艡等般 舲舰舱舵舩训练艃艉艆艁艒舭舱舰舰舭艉艭艢数据集的对应模型。

传统数据集：所有实验的超参数均通过训练集和验证集进行调参，通过

测试集上的结果对其进行评估。其中，训练集、验证集和测试集分别占原始

数据集的80%, 10%, 10%。为保留相同标签分布，根据不同类别进行分层采

样生成训练集、验证集和测试集。对每个算法独立进行了舱舵次重复实验。鉴

于所有传统数据集均只包括简单特征，采用线性模型加艳良艦艴艭艡艸变换作为得分

函数。形式化表述为：给定一个实例x，有 5 (x) = softmax(]x)，其中， ] =

[8 (1) , · · · ,8 (#� )] ∈ R3×#�是线性函数的权重。针对基于采样的对比方法，首先

对数据集进行相应采样，然后基于多分类交叉熵损失训练得分函数。对于艌艒基

线模型，直接基于多分类交叉熵损失训练得分函数。对于所提出算法，直接

基于MAUC↓ 替代损失和得分函数 5直接进行训练。所提出算法采用的超参数如

表舳舮舴所示。

深度学习数据集：所有实验的超参数均通过训练集和验证集进行调参，通

过测试集上的结果对其进行评估。其中，训练集、验证集和测试集分别占原始

数据集的80%, 10%, 10%。为保留相同标签分布，根据不同类别进行分层采样生

成训练集、验证集和测试集。对每个算法独立进行了舱舵次重复实验。对于两个

深度学习数据集，所有模型均基于一个深度神经网络。得分函数均形如 5 (x) =

softmax( 5 22( 5 21(x)))，其中， 5 21, 5 22是全连接层。对于艃艉艆艁艒舭舱舰舰舭艉艭艢数据集，

将图片输入艒艥艳艎艥艴舭舵舰预训练模型得到的layer4经过池化层后的特征作为每个方

法的输入特征。对于艕艳艥色舭艉艭艢数据集，从头训练模型。针对基于采样的对比方

法，首先对数据集进行相应采样，然后基于多分类交叉熵损失同时训练得分函
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第舳章 基于艍度量的多分类艁艕艃优化理论及方法

表 3.4传统数据集上的最优参数设定(_, U)

Table 3.4 Best parameters for (_, U) over traditional datasets.

数据集 艏艵色艳舱 艏艵色艳舲 艏艵色艳舳

艢艡艬艡艮艣艥 (14舭4, 0.9) (14舭4, 0.9) (14舭4, 0.7)

艤艥色艭艡艴良艬良艧艹 (14舭4, 0.9) (14舭4, 0.9) (14舭4, 0.3)

艥艣良艬艩 (64舭4, 0.6) (44舭4, 0.9) (14舭4, 0.2)

艮艥艷舭艴艨艹色良艩艤 (14舭4, 0.9) (14舭4, 0.5) (14舭4, 0.9)

艰艡艧艥艢艬良艣艫艳 (64舭4, 0.8) (24舭4, 0.9) (64舭4, 0.5)

艳艥艧艭艥艮艴艉艭艢 (24舭4, 0.9) (44舭4, 0.9) (14舭4, 0.3)

艳艨艵艴艴艬艥 (24舭4, 0.8) (14舭4, 0.7) (14舭4, 0.5)

艳艶艭艧艵艩艤艥舲 (14舭4, 0.9) (14舭4, 0.9) (24舭4, 0.4)

艹艥艡艳艴 (64舭4, 0.3) (94舭3, 0.1) (14舭4, 0.2)

数和三层神经网络。对于艌艒基线模型，直接基于多分类交叉熵损失训练得分函

数。所提出算法在艃艉艆艁艒舭舱舰舰舭艉艭艢数据集和艕艳艥色舭艉艭艢数据集上采用的超参数分别

如表舳舮舵和表舳舮舶所示。

表 3.5 CIFAR-100-Imb数据集上的超参数设定

Table 3.5 Hyperparameters for CIFAR-100-Imb

批大小 学习率 权重衰减 学习率衰减 艧艡艭艭艡 学习率衰减间隔（艥艰良舮）

艏艵色艳舱 1000 1.2� − 3 5� − 6 0.97 1.00 5.00

艏艵色艳舲 1000 1� − 3 1� − 6 0.99 4.00 5.00

艏艵色艳舳 1000 1� − 3 5� − 5 0.99 4.00 3.00

表 3.6 User-Imb数据集上的超参数设定

Table 3.6 Hyperparameters for User-Imb

批大小 学习率 权重衰减 学习率衰减 艧艡艭艭艡 学习率衰减间隔（艥艰良舮）

艏艵色艳舱 32 0.005 .0001 0.97 0.5 1.00

艏艵色艳舲 32 0.005 .0001 0.97 2.0 1.00

艏艵色艳舳 32 0.005 .0001 0.97 2.0 1.00
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舳舮舶舮舴 实验结果

加速算法的数值验证： 首先验证第舳舮舵节所加速算法的有效性。注意，加

速算法只涉及损失和梯度的计算，而不依赖于所采用的优化算法。因此，为公

平起见，首先独立地测试未经加速算法的运行时间。具体地，随机生成一组数

据集 `8 = (^8,_ 8), 8 = 1, 2, · · · , 5， ^8 ∈ R#:×3,_ 8 ∈ R#8×#� 是输入特征矩阵

和所输出的良艮艥舭艨良艴标签矩阵。具体地，令#8 = {32, 64, 128, 256, 512, 1024}, 3 =

100, #� = 5。 ^8由[0, 1]范围内的均匀分布生成。记d8 = =8
#
，随机生成_使得满

足下述条件：d1 = 0.2, d2 = 0.1, d3 = 0.2, d4 = 0.4, d5 = 0.1。此外，使用艳良艦艴艭艡艸

修正 5 (·)的输出，即 5 (8) (x) = softmax(] (8)x)。权重矩阵] = [] (1) , · · · ,] (5)]的

生成方式与 ^相同。基于此，分别在不同的 `8上测试一般计算方法和加速计算

方法的运行时间。 舳舰次重复实验的加速比均值如图舳舮舲所示。其中加速比定义

图 3.2加速比 vs. 样本规模

Figure 3.2 Acceleration Ratio vs. Sample Scale

为：

加速比 =
一般方法运行时间

加速方法运行时间
. 舨舳舮舶舷舩

由图可知：（艡）所提加速算法在所有测试数据集上均取得显著加速效果。当样

本数量小于舳舲时，加速比在10 ∼ 100范围内，随着样本数量增大，结果逐渐提

升，最终当样本数达到1024时，平方损失和指数损失的加速达到10000倍。该结

果表明所提算法可同时适用于小批量和全批量的优化算法。（艢）加速比曲线大

致呈现$ (#)趋势，该结果与表舮舳舮舱中的复杂度分析一致。具体地，对于平方损

失和指数损失：

加速比 ≈
∑#�
8=1

∑
9≠8 =8= 9

#� · #

=

∑#�
8=1

∑
9≠8 d8 · d 9
#�

· #
舨舳舮舶舸舩

舶舸



第舳章 基于艍度量的多分类艁艕艃优化理论及方法

注意，实验设置d8和#�为常数，因此加速比为$ (#)。铰链损失虽引入了额外因

子log =8和log(# − =8)，但由于测试样本数适中，这些因子的值仍保持在常数级

别。因此，铰链损失的加速度比呈线性趋势。此外，当样本数超过500时，计

算铰链损失梯度的加速比增长趋缓。该现象的原因在于铰链损失的部分计算

通过Cython实现。对于大型数据集，Cython实现对损失的作用比对梯度的作

用更明显。具体而言，梯度计算以矩阵运算为主，即使不使用Cython也可利用

numpy实现加速，而损失计算（主要包含初等运算）中使用Cython则加速效果较

为明显。
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图 3.3 粗粒度性能对比

Figure 3.3 Coarse-grained Performance Comparison

传统数据集：船个传统数据集上舱舵次重复实验的平均性能如图舮舳舮舳所示，其

中散点为舱舵次不同数据划分对应的观测值，条形图的高代表舱舵次实验的平均性

能。由图可知： 舱）在所有的数据集上，所提加速算法的始终显著优于其他对比

方法。具体地，艏艵色艳舱、艏艵色艳舲和艏艵色艳舳中最高性能与其他方法相比在Balance般 Der-

舶船



面向复杂场景的艁艕艃优化理论、方法及应用

matology般 Ecoli般 New Thyroid般 Page Blocks般 SegmentImb般 Shuttle般 Svmguide2和Yeast数

据集上，分别提升5.3般 1.5般 5.6般 1.3般 4.4般 2.9般 4.9般 1.4般 1.8。事实证明，所提方法在多

数情况下都有显著提升。 舲）由观察可知，部分采样方法的性能没有超过艌艒算

法。原因可能在于采样方法无法直接优化艁艕艃。 舳）由于不平衡数据集上的性

能瓶颈来自其少数类，本章进一步研究少数类别对与性能的关系。具体地，将

频率最低舵个类别对的性能可视化，如图舮舳舮舴。注意，本章只给出大于舰舮舷的结果，

以便更清楚地展示最优算法之间的差异。结果表明，所提算法在少数类别对上

提升更为显著，在 艂艡艬艡艮艣艥般 艅艣良艬艩般 艐艡艧艥 艂艬良艣艫艳般 艓艥艧艭艥艮艴艉艭艢般 艓艨艵艴艴艬艥般和 艙艥艡艳艴数据

集的提升尤为明显。

图 3.4 稀有类别对的细粒度对比（传统数据集）

Figure 3.4 Fine-grained Comparison Over the Minority Class Pairs (Traditional Datasets)

深度学习数据集：艃艉艆艁艒舭舱舰舰舭艉艭艢和艕艳艥色舭艉艭艢的性能对比如表舮舳舮舷。观察可

知，当使用平方损失（艏艵色艳舱）或指数损失（艏艵色艳舲）时，所提算法在所有的数

舷舰
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表 3.7基于深度学习MAUC↑性能对比

Table 3.7 Performance comparison based on MAUC↑ with Deep Learning

艭艥艴艨良艤 艃艉艆艁艒舭舱舰舰舭艉艭艢 艕艳艥色舭艉艭艢

艂艡艳艥艬艩艮艥 艃艅 59.80 55.26

艓艡艭艰艬艩艮艧

艢艡艳艥艤

艭艥艴艨良艤艳

艂艍 59.07 58.95

艍艍 58.52 55.35

艉艈艔 60.56 55.87

艎艍 60.24 54.52

艔艌 60.28 52.99

艉艭艢艡艬艡艮艣艥艤

艬良艳艳

艆艏艃艁艌 60.03 55.34

艃艂艃艅 60.04 58.91

艃艂艆艏艃艁艌 60.42 58.75

艌艄艁艍 60.26 56.47

艏艵色艳

艏艵色艳舱 61.90 60.64

艏艵色艳舲 62.08 60.94

艏艵色艳舳 59.64 59.52

据集上均优于其他方法。此外，舵个少数类别对的性能对比如表舮舳舮舸所示。对

于艃艉艆艁艒舭舱舰舰舭艉艭艢数据集，除第舴个类别对外，艏艵色艳舱般 艏艵色艳舲和艏艵色艳舳取得的最佳

性能在所有类别对上均显著优于其他对比方法。

此外，即使铰链损失（艏艵色艳舳）未能带来总体MAUC↑性能的提升，但该方

法仍在前四个少数类别对上取得了更优的性能，即，缓解了不平衡问题。对

于艕艳艥色舭艉艭艢，所提方法性能提升较不明显。可能原因在于：（舱）艕艳艥色舭艉艭艢的不

平衡程度相对较低；（舲）该数据集中，即使少数类样本量也高达舴舰舰个。上述两

点缓解了数据集的不平衡问题，从而使得各个方法间的性能差异不显著。

8在两个深度学习数据集的少数类别对上提供更细粒度的比较结果。舱艳艴般 舲艮艤般 舳色艤般 舴艴艨般 舵艴艨分别为?8 ? 9值最

小的类别对(8, 9)
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表 3.8少数类别对的细粒度对比 (深度学习模型)

Table 3.8 Fine-grained Comparison Over the Minority Class Pairs (Deep Learning Datasets)8

艴艹艰艥
艭艥艴艨良艤 艃艉艆艁艒舭舱舰舰舭艉艭艢 艕艳艥色舭艉艭艢

艢良艴艴良艭 艰艡艩色艳 舱艳艴 舲艮艤 舳色艤 舴艴艨 舵艴艨 舱艳艴 舲艮艤 舳色艤 舴艴艨 舵艴艨

艂艡艳艥艬艩艮艥 艃艅 48.82 53.28 50.74 58.44 56.17 49.43 49.51 53.72 58.06 49.73

艓艡艭艰艬艩艮艧

艂艡艳艥艤

艭艥艴艨良艤艳

艂艍 50.46 50.65 51.97 54.44 56.79 54.64 53.04 56.36 58.44 58.50

艍艍 46.45 38.70 39.07 52.61 44.71 52.77 49.68 54.82 60.42 48.39

艉艈艔 46.18 51.60 53.53 53.67 58.63 56.49 54.77 58.02 61.60 52.00

艎艍 49.01 55.40 54.35 60.78 61.75 49.38 51.21 53.99 56.05 52.31

艔艌 48.75 52.88 50.43 52.11 55.83 47.55 47.96 50.11 52.35 50.92

艉艭艢艡艬艡艮艣艥艤

艬良艳艳

艆艏艃艁艌 51.25 52.58 48.89 58.17 60.38 49.83 49.88 54.16 58.86 49.77

艃艂艃艅 48.42 53.33 52.53 55.06 58.67 61.48 59.05 61.60 64.42 58.82

艃艂艆艏艃艁艌 49.74 51.18 49.45 58.22 58.29 61.45 58.98 61.39 64.09 58.75

艌艄艁艍 48.68 50.45 52.57 57.17 59.96 50.46 52.18 55.20 60.64 49.33

艏艵色艳

艏艵色艳舱 51.18 57.48 59.39 60.33 62.04 58.74 58.20 62.41 64.49 57.58

艏艵色艳舲 52.57 54.68 57.31 59.33 65.38 59.02 58.54 62.90 65.26 57.55

艏艵色艳舳 54.34 60.70 61.18 58.17 65.13 59.52 56.59 60.09 63.56 56.37

舳舮舷 小结

本章主要探索如何将艁艕艃诱导的机器学习方法应用于较为复杂的多类问题。

具体地，本章提出一个新的框架，该框架通过优化艍度量来学习得分函数。在

优化过程中，使用舰舭舱损失的可微替代损失函数作为优化目标。通过一致性分析，

给出艍度量下达到舜艳艨艥色一致的充分条件。此外，本章提出一个经验替代风险最

小化框架，在保证泛化上界的前提下最小化MAUC↓。在实际应用中，本章还为

该框架的三种实现构造加速计算方法。最后，在舱舱个数据集上的实验证明所提

方法的有效性。

舷舲
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第第第4章章章 基基基于于于层层层级级级化化化分分分解解解的的的多多多任任任务务务AUC优优优化化化方方方法法法及及及应应应用用用

舴舮舱 引言

本节首先对视觉属性及个性化属性学习进行简要介绍，随后介绍本文提出

的多任务艁艕艃优化方法。

视觉属性（艖艩艳艵艡艬 艡艴艴色艩艢艵艴艥艳）是指描述诸如纹理、颜色、情绪等视觉特征

的语义线索。典型案例包括鞋子是否舒适、是否为高跟鞋，人物表情是微笑或

是哭泣。过去十年中，视觉属性学习已逐渐成为大量应用构建的重要基石舨艓良艮艧

等般 舲舰舱舴舻 艓艵等般 舲舰舱舷舻 艗艡艮艧等般 舲舰舱舷舻 艙艡艮艧等般 舲舰舱舸舩。

现有视觉属性学习方法主要基于聚合自少量标注者的全局标签舨艆艡色艨艡艤艩 等般

舲舰舰船舻 艓艡艤良艶艮艩艫等般 舲舰舱舳舻 艌艵良等般 舲舰舱舸舩。最近，以艁艭艡艺良艮 艍艥艣艨艡艮艩艣艡艬 艔艵色艫为代表的

在线众包平台逐渐兴起，使得从大量标注者中获取属性标注成为可能舨艋良艶艡艳艨艫艡

等般 舲舰舱舵舩，并为视觉属性学习提供了进一步发展空间。传统视觉属性学习方法默

认用户标注具有共识性，其基本假设为用户决策仅会随机地轻微偏离共识。而

粒度理解中，不同标注者可能对属性含义的理解可能不同，例如“开放的”和

“时尚的”。该现象表明不可简单地通过随机噪声建模个人决策和共识之间的差

距。在更极端情况下，不同用户的标注结果甚至互相矛盾。因此，当个性化标

注可知时，有必要同时学习用户共识和个性化观点带来的影响，从而对个性化

标注进行预测。针对该问题，本文主要考虑一下两大要点：

首先，介于全体共识和个体决策之间的群体效应（艧色良艵艰 艥舛艥艣艴）对于理解

特定于用户的属性标注结果存在重要作用。如前人所述舨艋良艶艡艳艨艫艡等般 舲舰舱舵舩，人

们通常根据文化背景和理解词汇语义的方式形成各种“思想流派”。尽管个性化

会导致不同流派或群体之间观点迥异，但同一群体内很有可能得到相似的决策。

此外，由于群体之间往往存在显著差异，因而不同群体可能喜欢不同的视觉线

索。换言之，应当赋予每个群体不同的特征子集，而视觉特征和用户均应同时

划分至不同群体以保证性能。鉴于无法事先获得用户特征分组，因此有必要通

过模型参数的结构隐式地实现该约束。

其次，与基于共识的属性预测不同，个性化属性学习中偏好学习比标签

预测更重要，正如推荐或图片检索。此时，若将属性词汇视为关键词或标签，

舷舳
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应保证标记为正的实例排名高于标记为负的实例。众所周知，艒艏艃曲线下面积

（艁艕艃）符合上述要求舨艙艡艮艧等般 舲舰舱舷舩，因此是该任务更合适的优化目标。

本章旨在基于上述两个问题学习个性化属性偏好。具体而言，将每位用户

的属性偏好学习均视为一项任务，并在此基础上针对所解决的问题提出多任务

模型。本章主要贡献包括：艡）在多任务模型中，提出任务参数的层级化分解，

即主流用户共识、用户群体聚类和个性化三层要素。艢）采用近端梯度下降法

求解模型参数，为群体要素的近端算子推导出闭式解，并进一步设计一种基

于艁艕艃的加速计算方法。艣）对方法收敛性和泛化能力进行系统的理论分析，同

时应用于一个仿真数据集和两个真实属性标注数据上。理论和实验结果均显示

所提出方法的优越性。

舴舮舲 方法形式化

本节提出了一种基于艁艕艃的多任务模型。以下首先介绍本章使用的符号，

以及问题设定和多级参数分解。之后，系统地阐述所提出模型的两个模块：基

于艁艕艃的损失和计算方法和正则化算子。

舴舮舲舮舱 符号

〈·, ·〉表示矩阵或向量内积。矩阵G的奇异值表示为 f1(G), · · · , f<(G)，且

有f1(G) ≥ f2(G) ≥ · · · , ≥ f<(G) ≥ 0。 O为单位矩阵。 � [A]用以指示集合A，

1表示全一向量或矩阵。U (0, 1)和N (`, f2)分别代表均匀分布和正态分布。⊗为

笛卡尔积。

舴舮舲舮舲 问题设定

给定某一属性1，假设存在*名参与标注图片的用户，本章假设第8名用户

标注了 =8幅图片，其中包括=+,8个正标签和=−,8个负标签。用户8的正、负样本集

合可表示为S+,8 = {: | H (8): = 1}和S−,8 = {: | H (8): = −1}，而训练集则可表示

为S =
{
(^ (1) , y (1)), · · · , (^ (* ) , y (* ))

}
。对于训练集S，^ (8) ∈ R=8×3表示第8名用

户所标注图片的输入特征。^ (8)的每一行均表示由对应图片提取的特征，y (i) ∈

{−1, 1}=8为对应的标签向量。如果H (8)
:
= 1，则表示用户认为第:幅图片具有对应

的属性，反之则有H (8)
:
= −1。

1本章所述模型分别学习不同属性，因此以下讨论聚焦于单个特定属性。
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图 4.1模型参数层级化分解的示意图

Figure 4.1 An illustration of the Multi-level Decomposition of the model parameters

依据多任务学习范式，本章将每位用户的属性偏好学习视为一项任务，并

旨在学习所有任务对应的模型 f 8 (G)。对于每项任务，本章使用线性模型作为评

分函数，即有 f (8) (x) = ] (8)>x。

如引言所述，有必要考虑个性化评分的多样性，同时将多样性约束在合

理范围内。实际上，可以通过由共识到个性的方式理解有限多样性：主流观

点可由同一模式共享。不同人群可能存在不同的偏见或偏好，并由此产生偏

离主流的观点。持相同偏好的人群形成小众群体，群体内部用户基于相似的

物体特征子集形成相似的相对于主流观点的偏离。最终，群体中高度个性化

的用户倾向于对群体观点持额外偏见。因此，提出对模型参数的层级化分解：

] (8) = ) + M (8) + V (8)。其中，) ∈ R3×1代表捕捉全局用户偏好的共识要素；

M (8) ∈ R3×1为第8项任务的群体要素；V (8)为上述的用户特定要素。出于形式

简洁，记M = [M (1) , · · · ,M (* )]，且M ∈ R3×*。同理，有V = [V (1) , · · · , V (* )]，

且V ∈ R3×*。参数分解的整体框架如图舴舮舱所示。

综合上述设定，本章采用目标函数具有以下一般形式：

min
),M,V

*∑
8=1

ℓ8 ( f (8) , y (8)) + _1R1()) + _2R2(M) + _3R3(V). 舨舴舮舱舩

给定问题舴舮舱，需进一步确定两个构成模块：

• 逐用户经验损失函数ℓ8 (·, ·)；

• 定义]的先验约束，即正则化算子R1())、R2(M)和R3(V)

以下，本章将分别阐述上述两个模块。

舷舵
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舴舮舲舮舳 正则化

对于共识要素)，简单采用广泛使用的ℓ2正则算子R1()) = ‖) ‖22以降低模型

复杂度。针对M，本章追求用户特征协同聚类效应。舨艘艵等般 舲舰舱舵舩提出一种同时

将矩阵X<×=行和列聚类的方法：惩罚底部方阵<8={=, <}−^个奇异值之和。这启

发本章采用以下形式的正则化算子：R2(M) =
∑<8={3,* }
^+1 f2

8 (M)。对于任一用户8，

希望仅当其存在与共识、群体观点存在显著不一致时，V (8)存在非零列。因此，

定义R3(V) = ‖V‖1,2以促进列的稀疏性。

舴舮舲舮舴 经验损失及其计算方法

由于经验损失为逐用户方法，因此以下讨论聚焦于给定用户8，这并不影响

结果的一般性。

舴舮舲舮舴舮舱 经验损失

艁艕艃的定义为随机抽样的阳性实例比随机抽样的阴性实例具有更高预测分

数的概率。由于需最小化目标函数，以下考虑艁艕艃的损失版本，即错排概率。

即使数据分布未知，给定问题设定下的用户D8和S+,8般 S−,8，可得到艁艕艃损失的经

验估计：

ℓ
(8)
�*�

=
∑
G? ∈S+,8

∑
G@ ∈S−,8

� (x ?, x@)
=+,8=−,8

,

其中离散错排惩罚� (x ?, x@)具有以下形式：

� (x ?, x@) = � [ 5 (8) (x?)> 5 (8) (x@) ] +
1
2
� [ 5 (8) (x?)= 5 (8) (x@) ] .

易知，ℓ (8)
�*�
为给定数据集上用户8错排频率的精确值。然而，直接优化该指标

为NP难问题。因此，本文采用平方替代损失 B(C) = (1 − C)2 舨艇艡良等般 舲舰舱舶舩。相

应地，定义经验损失ℓ8 ( f (8) , y (8))为

ℓ8 ( f (8) , y (8)) =
∑
G? ∈S+,8

∑
G@ ∈S−,8

B

(
f (8) (x ?) − f (8) (x@)

)
=+,8=−,8

.

舴舮舲舮舴舮舲 高效AUC计算方法

直觉上，逐对艁艕艃损失相较于逐例损失有着较高的计算复杂度。但是，重

构ℓ8可以有效降低由成对形式引起的计算负担。为此，首先定义图结构G (8) =
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图 4.2 AUC计算图（以属性微微微笑笑笑的标注为例）

Figure 4.2 AUC computational graph (taking the annotation for attribute smile as an

example)

(V (8) , E (8) ,W (8))。如图舴舮舲所示，顶点集V (8)为(^ (8) , y (8))中所有实例的集合；当且

仅当H (8)
:
≠ H

(8)
<时，存在带有权重W (8)

:<
= 1
=+,8=−,8

的边(:, <) ∈ E (8)。给定W (8)，G8的

拉普拉斯矩阵可表示为

R (8) = 3806(W (8)1) −W (8) .

由此，可重构经验损失为R (8)定义的二次型：

ℓ8 ( f (8) , y (8)) =
1
2
( ỹ (i) − f (8))>R (8) ( ỹ (i) − f (8)),

其中ỹ (i) = y (8)+1
2 。进一步，以下命题提供加速计算G

>R (8)H和G>R (8)的方法：

命题 舴舮舱. 给定G ∈ R=×0和H ∈ R=×1，其中0, 1均为正整数，可在O
(
=8 (0+1+01)

)
=

O(01=8)和O(0=8)的时间复杂度内分别完成对G>R (8)H和G>R (8)的计算。

注 舴舮舱. 根据上述命题，可将G>R (8)H的复杂度自$ (01=+,8=−,8)降至$ (01(=+,8 +

=−,8))，同时可将G>R的复杂度自$ (0=+,8=−,8)降至$ (0(=+,8 + =−,8))。
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综上，最终的目标函数为

(%∗) min
),M,V

∑
8

∑
x? ∈S+,8

∑
x@ ∈S−,8

B

(
] (8)

> (x ? − x@)
)

=+,8=−,8︸                                          ︷︷                                          ︸
L(] )

+ _1 ‖) ‖22︸︷︷︸
R1 ())

+_2

<8={3,* }∑̂
+1

f2
8 (M)︸            ︷︷            ︸

R2 (M)

+_3 ‖V‖1,2︸ ︷︷ ︸
R3 (V)

B.C ] (8) = ) + M (8) + V (8)

舨舴舮舲舩

为保证形式简洁，将经验损失表示为L(])，将(%∗)的目标函数表示为F () ,M, V)。

需注意L(])应为)、M和V的函数。

舴舮舳 模型优化

本章采用近端梯度法作为模型优化器。本节介绍该优化算法，并为R2(M)的

近端算子提供闭式解。

对于每一迭代步骤:，考虑参照点]A4 5: = ()A4 5: ,MA4 5: , VA4 5: )，近端梯度法

的变量更新可表示为

) : := argmin
)

1
2




) − )̃ :


2

2
+ _1

d:
‖) ‖22 舨舴舮舳舩

M: := argmin
M

1
2




M − M̃:


2

�
+ _2

d:

<8={3,* }∑̂
+1

f2
8 (M) 舨舴舮舴舩

V: := argmin
V

1
2




V − Ṽ:


2

�
+ _3

d:
‖V‖1,2 舨舴舮舵舩

其中)̃
:
= )A4 5: − 1

d:
∇\L(]A4 5: )， M̃

:
= MA4 5: − 1

d:
∇ML(]A4 5: )， Ṽ

:
= VA4 5: −

1
d:
∇%L(]A4 5: )；同时d:由线性搜索策略选定，即保持更新d: = Ud: , U > 1直至

满足：

L(]) < L(]A4 5: ) +Ψd: (�)) +Ψd: (�M) +Ψd: (�V). 舨舴舮舶舩

其中�) = ) − )A4 5:、�M = M − MA4 5:、�V = V − VA4 5:，且有

Ψd: (��) =
〈
∇GL(]A4 5: ), �G

〉
+ d:

2
〈�G, �G〉 .

注 舴舮舲. ∇L(])艌艩艰艳艣艨艩艴艺连续的性质保证了 d:存在。需注意，选定参数最近的更

新作为参照点，即有]A4 5 : = ]:−1。
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式舨舴舮舳舩和式舨舴舮舵舩的解可由ℓ2范数和ℓ1,2范数的近端算子得到舨艓色艡等般 舲舰舱舲舩。针

对式舨舴舮舴舩，以下给出闭式解。

由于
∑<8={3,* }
^+1 f8 (M)2非凸，传统方法使用交替迭代的方式优化舨艘艵等般 舲舰舱舵舩，

效率较低且缺少理论保障。本章使用通用奇异值阈值框架舨艌艵 等般 舲舰舱舵舻 艌艩艮 等般

舲舰舱舷艢舩，从而依据以下命题得到闭式最优解：

命题 舴舮舲. 式 舨舴舮舴舩的最优解为：

M∗ = [T
^,
_3
d:

(�)\>, 舨舴舮舷舩

其中[�\>为M̃
:
的艓艖艄分解，T^,2将� = 3806(f1, · · · , · · · , f<8={3,* })映射为对角

矩阵，其大小与T^,2 (�)88 = ( 1
22+1)

� [8>^ ]f8相同。

舴舮舴 理论分析

证明细节发布于艇艩艴艨艵艢主页2。

舴舮舴舮舱 L(])梯度的Lipschitz连续性

上节指出，L(])梯度的艌艩艰艳艣艨艩艴艺连续性为线性搜索过程发现d:的必要条件。

以下定理表明，该性质为优化算法提供了理论保障。

定理 舴舮舱 舨艌艩艰艳艣艨艩艴艺连续梯度舩. 假设数据有界：

∀8, ‖^ (8) ‖2 = f-8 < ∞, =+,8 ≥ 1, =−,8 ≥ 1.

给定任意两个不同的参数],] ′，有：

‖∇L(E42(])) − ∇L(E42(] ′))‖ ≤ WΔ] 舨舴舮舸舩

其中，W = 3*
√
(2* + 1)max8

{
=8f

2
-8

=+,8=−,8

}
般 E42(]) = [) , E42(M), E42(V)]般 Δ] =

‖E42(]) − E42(] ′)‖。

舴舮舴舮舲 收敛性分析

由于正则化算子
∑<8={3,* }
8=^+1 f2

8 (M)非凸，因此传统方法的次微分不完全适用

于该问题。本章采用舨艒良艣艫艡艦艥艬艬艡色等般 舲舰舰船舻 艌艩艵等般 舲舰舱舸舩所提出的广义次微分。为

保证次微分集非空，目标函数须满足下半连续性。而L(])、R1())和R2(V)均为

2艨艴艴艰艳舺舯舯艪良艳艨艵艡艡艳舮艧艩艴艨艵艢舮艩良舯艰艵艢艬艩艣艡艴艩良艮

舷船
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连续函数，故显然满足下半连续性。对于非凸算子
∑<8={3,* }
8=^+1 f2

8 (M)，以下引理

保证其连续性及下半连续性。

引理 舴舮舱. 函数
∑<8={3,* }
8=^+1 f2

8 (M)的连续性与M一致。

接着，以下定理总结了所提出方法的收敛性质。此处定义Δ() :) = ) :+1 − ) :、

Δ(M:) = M:+1 − M:、Δ(V:) = V:+1 − V:。

定理 舴舮舲. 假设初始解)0,M0, V0有界，则以下性质成立：

• 舱）序列{F (]: ,[:)}非增，当以下条件满足时：∀:, ∃�:+1 > 0

F (]:+1,[:+1) ≤ F (]: ,[:) − �:+1(‖Δ() :)‖22 + ‖Δ(M:)‖2� + ‖Δ(V:)‖2� ) 舨舴舮船舩

• 舲）lim:→∞ )
: − ) :+1 = 0般 lim:→∞ M

: − M:+1 = 0般 lim:→∞ V
: − V:+1 = 0。

• 舳）参数序列{) :}: 般 {M:}: 般 {V:}: 有界。

• 舴） {) : ,M: , V:}:的极限点都是该问题的一个临界点。

• 舵）∀ ) ≥ 1, ∃ �) > 0 舺

min
0≤:<)

(
‖Δ() :)‖22

)
≤ �)
)
, min

0≤:<)

(
‖Δ(M:)‖2�

)
≤ �)
)
, min

0≤:<)

(
‖Δ(V:)‖2�

)
≤ �)
)
.

舴舮舴舮舳 泛化界

定义参数集合Θ为：

Θ =
{
() ,M, V) :

√
R1()) ≤ k1,R2(M) ≤ k2, ‖M‖2 ≤ f<0G < ∞,R3(V) ≤ k3

}
舨舴舮舱舰舩

则存在以下联合界。

定理 舴舮舳. 假设∃Δj > 0，且所有样本均满足‖G‖ ≤ Δj。若定义

� = (k1 +
√
k2 + ^ · f2

<0G + k3),

其中Z = Δj�，则对于任意X ∈ (0, 1)和任意() ,M, V) ∈ Θ有以下结论成立：

ED (
∑
8

ℓ
(8)
�*�
) ≤ L(]) +

*∑
8=1

�1√
(=8j8 (1 − j8))

+ �2

√
;=( 2

X
)∑*

8=1 =8j8 (1 − j8)
舨舴舮舱舱舩

以至少1− X概率成立，其中�1 = 8
√

2�Δj (1 + Z)般 �2 = 10
√

2(1 + Z)Z 般 j8 = =+,8
=8
。分

布D = ⊗*
8=1(D+,8 ⊗ D−,8)，其中对于用户8，D+,8和D−,8分别为正、负样本的条件分

布。

舸舰
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注 舴舮舳. 根据定理舴舮舲，损失函数非增。对于所提出方法的解()∗,M∗, V∗)，有以下

结论成立：√
R1()∗) ≤

√
F ()0,M0, V0)

_1
,R2(M∗) ≤

F ()0,M0, V0)
_2

R3(V∗) ≤
F ()0,M0, V0)

_3

同时，由定理舴舮舲可知M∗有界。通过选定k1 =

√
F ()0,M0,V0)

_1 , k2 =
F ()0,M0,V0)

_2
, k3 =

F ()0,M0,V0)
_3 ，本算法的解均属于Θ。同时，上述所有解均以大概率取得较小的泛化

误差，即期望离散艁艕艃损失ED (
∑
8 ℓ
(8)
�*�
)与在训练集L(,)上的替代损失的差依

速率O(∑*
8=1

1√
(=8j8 (1−j8))

)收敛。

舴舮舵 实验

舴舮舵舮舱 数据集

本章考虑以下数据集：

仿真数据集。考虑包含舱舰舰名用户、舵舰舰般舰舰舰份标注结果的仿真数据集，其中

样本特征和艁艕艃评分均依据所提出方法的设定生成。对于每名用户，生成舵舰舰舰份

样本得到矩阵^ (8) ∈ R5000×80，且x (8)
:
∼ N (0, O80)。为捕捉全局信息，设)服从

分布U (0, 5) + N (0, 0.52)。为保证协同成簇性质，M需满足协同成组结构。具

体而言，为M构造舵个分块：M (1 : 20, 1 : 20)、M (21 : 40, 21 : 40)、M (41 :

50, 41 : 60)、M (51 : 70, 61 : 80)及M (71 : 80, 81 : 100)。对于每一分块，元素

依据分布N (�8, 2.52)逐元素采样生成，其中各簇质心�8 ∼ U (0, 10)由该簇内样

本共享。同时，将不属于上述舵个分块的元素设置为舰。针对V ∈ R3×*，依据

分布U (0, 10)随机设定V(:, 1 : 5)、V(:, 10 : 15)、V(:, 20 : 25)，并将剩余项设

置为舰。对于每位用户，通过s (8) = ^ (8) () + M (8) + V (8)) + n (8)生成评分函数，其

中n (8) ∈ R5000×1、n (8) ∼ N (0, 0.012O5000)。为生成每位用户8的标签_ (8)，选取评分

前舱舰舰的样例作为正样本（标签为舱），其余作为负样本（标签为舭舱）。

Shoes数据集。数据集艓艨良艥艳由舨艋良艶艡艳艨艫艡等般 舲舰舱舵舩收集，其中包含了舱舴般舶舵舸份

在线购物图片，对应舷种属性，均由具有广泛兴趣和背景的用户标注得到。对于

每类属性，至少分配了舱船舰名用户参与标注；而每位用户均标注了舵舰幅图片，共

计获得船舰般舰舰舰份标注结果。为生成图片特征，将原始数据集提供的艇艉艓艔和颜色

直方图串联。为过滤冗余输入特征，在执行训练前通过主成分分析法（艐色艩艮艣艩艰艡艬

艃良艭艰良艮艥艮艴 艁艮艡艬艹艳艩艳般 艐艃艁），保留可解释船船舥样本方差的数据维度。同时，为消

舸舱



面向复杂场景的艁艕艃优化理论、方法及应用

除仅提供正标签的极端用户带来的影响，移除为某些类给出少于舸份标注的用

户。

Sun Attributes数据集。艓艵艮 艁艴艴色艩艢艵艴艥艳 舨艐艡艴艴艥色艳良艮等般 舲舰舱舲舩数据集是著名的大

规模场景属性数据集，其中包含约舱舴般舰舰舰张图片和舱舰舲种可区分的属性。近期，

舨艋良艶艡艳艨艫艡 等般 舲舰舱舵舩依靠数百名标注者收集了舵种属性的个性化标注结果。每位

标注者根据其个人理解与偏好标注了舵舰幅图片，共计包括舶舴般船舰舰份标注结果。

数据集预处理与艓艨良艥艳数据集完全相同；不同之处为将艉艮艣艥艰艴艩良艮舭艖舳网络舨艓艺艥艧艥艤艹

等般 舲舰舱舶舩倒数第二个全连接层的输出作为输入特征，而艐艃艁分解仅保留可解

释船舰舥样本方差的数据维度

舴舮舵舮舲 对比方法

本章考虑以下对比方法： Robust Multi-Task Learning (RMTL) 舨艃艨艥艮 等般

舲舰舱舱舩：艒艍艔艌旨在学习多任务中的无关任务，因此将模型参数分解为低秩、

组稀疏结构。Robust Multi-Task Feature Learning (rMTFL) 舨艙艵 等般 舲舰舰舷舩：

色艍艔艆艌假设模型可分解为两组：共享特征结构V（ℓ1,2范数惩罚），和检测离群

点的组系数结构W（施加于ℓ1,2转置的范数惩罚）。Lasso：带有ℓ1范数正则化算

子的多任务最小二乘法。Joint Feature Learning (JFL)舨艎艩艥 等般 舲舰舱舰舩：艊艆艌中

所有模型共享同一组特征，因此通过ℓ1,2范数实现组稀疏约束。The Clustered

Multi-Task Learning Method (CMTL) 舨艚艨良艵等般 舲舰舱舱舩：艃艍艔艌将任务聚类为:个

分组，并使用基于艫舭艭艥艡艮艳的正则化算子实现该结构。The task-feature coclusters

based multi-task method (COMT) 舨艘艵等般 舲舰舱舵舩：艃艏艍艔假设的特定于任务的组

件具有特征舭任务协同成簇结构。Reduced Rank Multi-Stage multi-task learning

(RAMU) 舨艈艡艮 等般 舲舰舱舶舩：艒艁艍艕采用艣艡艰艰艥艤 迹范数正则化仅最小化小于自适应

阈值的奇异值。

舴舮舵舮舳 实验细节

所有实验均依据训练集和验证集（共占实例总数的舸舵％）调参，并记录测

试集上舱舵轮重复实验的结果。
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表 4.1仿真数据集上AUC性能对比

Table 4.1 AUC Comparison on Simulation Dataset

算法 艒艍艔艌 色艍艔艆艌 艌艁艓艓艏 艊艆艌

均值 舸舳舮舴舸 舸舳舮舴舵 舸舳舮舵舷 舸舳舮舴船

算法 艃艍艔艌 艃艏艍艔 艒艁艍艕 艏艵色艳

均值 舸舳舮舴舷 舸舳舮舴舴 舸舳舮舵舰 99.65

表 4.2程序运行时间比较

Table 4.2 Running Time Comparison 3

色艡艴艩良 舲舰舥 舴舰舥 舶舰舥 舸舰舥 舱舰舰舥

艏色艧艩艮艡艬 舱舸舮舵舷 舷舴舮舲舲 舱舵舱舮舸舶 舲舶舸舮舵舵 艮艡艮

艏艵色艳 3.06 5.50 8.65 12.46 15.82

表 4.3基于AUC的性能对比

Table 4.3 Performance Comparison based on the AUC metric

艁艬艧

艁艴艴艩艢艵艴艥艳

艓艨良艥艳 艓艵艮

艂艒 艃艍 艆艁 艆艍 艏艐 艏艎 艐艔 艃艌 艍艏 艏艐 艒艕 艓艏

艒艍艔艌 舷船舮舳舱 舸舴舮船船 舶舶舮船舰 舸舵舮舰舸 舷舵舮舶舷 舶舷舮舲舲 舷舵舮舱舴 舶船舮舳舶 舶舲舮舷舱 舷舵舮舲舸 舶舷舮船舱 舶船舮舲舳

色艍艔艆艌 舷舰舮船舰 舸舳舮舷舸 舶舷舮舲舷 舸舵舮船舱 舷舳舮舷舱 舶舵舮舲舱 舷舷舮舱舱 舶船舮舲舷 舶舲舮舱舵 舷舵舮舸舰 舶舸舮舱舶 舶舸舮舷舶

艌艁艓艓艏 舶舸舮舴舶 舸舰舮舴舸 舶舵舮船舰 舸舴舮舰舱 舷舱舮舴舷 舶舴舮舶舰 舷舵舮舰舸 舶舷舮舶舴 舶舱舮舸舳 舷舵舮舳船 舶舸舮舵舷 舶船舮舱舳

艊艆艌 舷舲舮舰舰 舸舳舮舱舰 舶舷舮舲舶 舸舵舮船舳 舷舳舮舰舲 舶舵舮舳船 舷舷舮舰船 舶舸舮舶舳 舶舱舮船舴 舷舵舮舰舰 舶舷舮舱舷 舶舸舮舷舸

艃艍艔艌 舷舴舮舵舴 舸舵舮舱舶 舶舸舮舲舱 舸舵舮舳舲 舷舵舮舰舶 舶舸舮舱舷 舷舷舮舶舲 舷舲舮舵舵 舶舶舮舶舱 舷船舮舷舸 舷舲舮舳舴 舷舲舮舸舲

艃艏艍艔 舸舴舮舲舴 舸舸舮舶舸 舶船舮舶舶 舸船舮舱船 舸舰舮船舳 舷舲舮船船 舸舰舮舶舲 舷舰舮舶船 舶舳舮舷舲 舷舶舮船舳 舶船舮舴舳 舷舰舮舴舴

艒艁艍艕 舷舸舮舳舳 舸舴舮舵舸 舶舵舮舷舸 舸舴舮舶舸 舷舵舮舲舵 舶舶舮舷舲 舷舳舮舵舰 舷舲舮船舵 舶船舮舲舵 舷船舮舸舱 舷舴舮舳船 舷舲舮舵舰

艏艵色艳 92.95 90.92 73.24 92.65 87.95 81.07 86.22 79.31 78.19 86.50 81.88 78.98

舸舳



面向复杂场景的艁艕艃优化理论、方法及应用

(a) Ground-Truth (b) Learned Parameter

图 4.3所提方法恢复预期参数结构的能力

Figure 4.3 The Potential of our proposed method to Recover the Expected Parameter

Structure

舴舮舵舮舴 实验结果

仿真数据集： 表舴舮舱记录了仿真数据集上所有相关算法的性能。结果显示，

本章提出的算法优于所有对比方法。具体而言，所提出方法的艁艕艃达到船船舮舶舵舥，

而第二名算法仅达到舸舳舮舵舷舥。

除了泛化性能，同时验证了所提出算法恢复参数]预期结构的能力。在相

同的仿真数据集上，通过比较算法习得参数与真实参数（如图舴舮舳所示），可以

发现所提出算法能够大致恢复期望的分组结构。

定理舴舮舲证明了所提出方法的收敛过程。为验证该理论发现，图舴舮舴展示了损

失和参数随着训练轮数的演化过程。如图舴舮舴舭舨艡舩所示，损失随着训练过程的推进

逐渐下降；而在图舴舮舴舭舨艢舩中，参数差;>6(‖] C+1 −] C ‖)同样逐渐下降。上述所有

观察均与理论结果相吻合。

为验证提出的艁艕艃计算方法的效率，需记录使用和不使用加速算法时的

程序运行时间。表舴舮舲记录了使用不同比率的数据集作为训练集时的运行时间。

可以发现，当训练样本数量增加时，不使用加速算法导致运行时间迅速提高。

当使用全体数据集训练时，受限于内存（舲舴艇艂），程序无法在舱小时内结束

（用艮艡艮代替实际运行时间）。相反，所提出的加速方法取得了舲舰倍加速。

Shoes数据集：表舴舮舳左半部分展示了舱舵次重复实验的平均结果（艂艒：棕色，

3艏色艩艧艩艮艡艬代表原始的艁艕艃计算时间，而艏艵色艳代表加速后时间（单位：秒）。

舸舴



第舴章 基于层级化分解的多任务艁艕艃优化方法及应用

(a) Loss Convergence (b) Paramter Convergence

图 4.4仿真数据集上的算法收敛曲线：a）损失收敛曲线，而b）参数收敛曲线

Figure 4.4 The Convergence Curve On Simulation Dataset: a) loss convergence curve,

whereas b) parameters convergence curve

(a) Shoes Dataset (b) Sun Attribute Dataset

图 4.5真实数据集上所有属性的平均性能

Figure 4.5 Average performances on all attributes of two real-world datasets

艃艍：舒适的，艆艁：时尚的，艆艍：正式的，艏艐：开放的，艏艎：华丽的，艐艔：尖

的）。图舴舮舵通过箱图展示了舷类属性重复舱舵次的实验结果。因此可以得出结论，

所提出的算法在性能上优于所有基准算法。

Sun Attributes数据集： 表舴舮舳右半部分展示了舱舵次重复实验的平均结果

（艃艌：杂乱无章的，艍艏：现代的，艏艐：开放领域，艒艕：乡村的，艓艏：平静

的）。图舴舮舵舭舨艢舩通过箱图展示了舵类属性重复舱舵次的实验结果。与艓艨良艥艳数据集相

似，所提出的算法优于所有基准方法。
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舴舮舶 小结

本章提出一种多任务模型用以学习特定于用户的属性理解。该模型一方面

通过多层次参数分解建模主流共识、群体观点与个人意见，另一方面设计基

于艁艕艃的损失函数学习复杂的属性偏好。进一步，本章提出一种高效的艁艕艃计

算方法，从而显著降低损失和梯度的计算复杂度。最终，理论与实验结果均验

证了本章所提出方法的有效性。
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第舵章 基于任务舭特征协同学习的多任务艁艕艃优化方法及应用

第第第5章章章 基基基于于于任任任务务务-特特特征征征协协协同同同学学学习习习的的的多多多任任任务务务AUC优优优化化化方方方法法法及及及应应应用用用

舵舮舱 引言

现有机器学习方法通常依赖大量训练数据。然而实际应用中的训练样本

往往难以收集，如何利用小规模数据集提高模型性能因此成为亟待解决的问

题。面临多个相关任务时，一个有效的解决方案是多任务协同学习（艍艵艬艴艩舭艔艡艳艫

艌艥艡色艮艩艮艧般 艍艔艌）范式。一般而言，多任务协同学习范式通过构造一定的约束条

件促进全部舯部分任务间的知识迁移，并完成多个任务的联合训练。早期研究工

作舨艈艥艳艫艥艳般 舱船船舸舩表明，当单个任务的标注不足时，联合训练多个相关任务可以

显著提升模型泛化性能。现如今，多任务协同学习范式已广泛应用于机器学习

领域，成为包括场景解析舨艘艵等般 舲舰舱舸舩、属性学习舨艃艡良等般 舲舰舱舸舩、文本分类舨艌艩艵

等般 舲舰舱舷艡舩、序列标记舨艌艩艮等般 舲舰舱舸舩、旅行时间舨艌艩等般 舲舰舱舸舩估计等众多应用场景

的重要组成部分。

艍艔艌的基本观点认为，在多个任务间进行知识共享能够提升模型的泛化性

能。基于该观点，已有大量研究工作探索如何促进不同任务间的有效知识共享。

早期研究在所有任务上共享知识，例如，舨艁色艧艹色艩良艵 等般 舲舰舰舸艡舩通过构建通用的、

稀疏的特征促使不同任务之间进行知识迁移。然而，舨艋艡艮艧等般 舲舰舱舱舩指出，当存

在不相关任务时，与不相关任务或难任务共享通用的特征常常导致模型性能下

降，这种现象被称作负迁移。为解决负迁移问题，近期研究工作主要从以下两

个方向着手。

第一个方向首先将不同任务进行分组，并将其视为一个聚类问题。作为该

方向的早期工作，舨艔艨色艵艮 等般 舱船船舶舩首先构建任务簇，并分别学习隶属于各个簇

的模型参数。鉴于该分阶段式方法无法保证簇和模型参数的最优性，许多研究

进而探索如何将聚类与多任务学习纳入统一框架中。总体而言，该方向工作可

分为两大类。第一类方法采用贝叶斯学习框架，假设任务特异的参数服从聚类

假设，例如高斯先验舨艂艡艫艫艥色 等般 舲舰舰舳舩和艄艩色艩艣艨艬艥艴过程先验舨艘艵艥 等般 舲舰舰舷舻 艑艩 等般

舲舰舰舸舻 艎艩等般 舲舰舰舷舩的混合。第二类方法将聚类问题形式化为正则化算子。具体而

言，构建正则化算子以：舨艡舩惩罚小簇间方差和大簇内方差，舨艢舩松弛整数规划问

题，舨艣舩鼓励结构稀疏性舨艈艡艮等般 舲舰舱舵舻 艚艨良艵等般 舲舰舱舶舻 艍艣艄良艮艡艬艤等般 舲舰舱舶舩， 舨艤舩构
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建了相应的正则化算子舨艋艵艭艡色等般 舲舰舱舲舻 艍艡艵色艥色等般 舲舰舱舳舩。

另一方向认为知识迁移是非对称的。事实上，从简单任务到困难任务的知

识迁移一般较为安全，而从困难任务到简单任务的知识迁移则是负迁移的主要

来源。受此启发，舨艌艥艥 等般 舲舰舱舶舩首次提出在艍艔艌方法中考虑非对称性。该工作

假定任务参数位于由其自身张成的列空间中，然后利用每个任务的稀疏表示系

数实现非对称性。随后，一些工作致力于从以下几个方面对该框架进行改进：

舨艡舩自适应于预测器相关系数的惩罚项舨艗艡艮艧等般 舲舰舱舵舩；舨艢舩潜在任务表示学习舨艌艩艵

等般 舲舰舱舷艢舻 艇色艡艶艥等般 舲舰舱舱舩； 舨艣舩分组约束舨艏艬艩艶艥艩色艡等般 舲舰舱船舩；舨艤舩鲁棒约束舨艙艡良等般

舲舰舱船舩。

大多数现有方法仅将负迁移问题建模为任务分组问题。然而，即使确保对

任务进行合理分组，在不同任务组间共享冗余特征仍存在过拟合风险。更为具

体地，负迁移可能同时发生在不同任务之间和不同特征之间。受此启发，本章

旨在通过对特征进行分组，从而实现更加通用的负迁移抑制解决方案。为此，

本章在艍艔艌中引入任务和特征的协同分割，提出一种任务特征协同学习（艔艡艳艫舭

艆艥艡艴艵色艥 艃良艬艬艡艢良色艡艴艩艶艥 艌艥艡色艮艩艮艧般 艔艆艃艌）框架。具体来说，通过三个步骤构建该框

架。

Step 1 提出一个基本模型，构建以特征和任务为节点的二部图并提出新的正则

化算子约束邻接矩阵的块对角结构，从而实现联合分组的目标。

Step 2 鉴于基本模型对应的优化问题舨记作(V)舩是非凸非光滑的，提出一个替代

问题舨记作(V★)舩并构建优化算法进行求解。证明在一定假设条件下，问题 (V) 和

问题(V★)能够同时达到全局收敛。除收敛分析外，优化算法产生的中间解隐式

地提供了每个特征和任务的嵌入表达，基于这些嵌入表达，进一步表明，通过

选择合适的参数，优化算法可以保证预期的块对角结构。实现了跨特征、跨任

务的分组效果，从而抑制跨组间的负迁移。

Step 3 进一步聚焦于个性化属性预测的具体问题。个性化属性预测任务将单一

给定用户的个性化属性预测视为一个任务。为获得更加灵活的模型，同时考虑：

舨艡舩捕获用户共享兴趣的共识因子，该因子允许分组中存在跨组重叠，舨艢舩基本模

型中的联合分组因子， 舨艣舩 在分组中排除异常用户舯任务的异常因子。在此基础

上，证明该模型继承了艔艆艃艌的所有理论特性。

本章的主要贡献包括以下三个方面：
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图 5.1任务-特征协同学习框架的基本模型示意图

Figure 5.1 Illustration of the Base Model of the TFCL Framework.

舨一舩 提出任务特征协同学习框架，核心组件为一个基于任务舭特征协同分割

的新块对角正则化算子，从而能够同时在任务和特征级别上探索更一般的负迁

移效应。

舨二舩 设计一个在全局收敛性上具有理论保障的优化算法，同时给出实现恢

复块对角结构的理论保障。

舨三舩 最后，针对个性化属性预测任务，基于基本艔艆艃艌模型提出更实用、更

灵活的扩展模型。

舵舮舲 相关工作

本节简要回顾块对角结构学习、多任务学习两个方面有关工作的最新进

展。

舵舮舲舮舱 块对角结构学习

块对角结构学习的有关研究可追溯到聚类学习。聚类学习旨在以无监督的

方式将不同数据点划分到不同的簇中。作为典型的聚类方法，基于图的聚类方

法舨例如，谱聚类 舨艂艡艣艨等般 舲舰舰舴舻 艎艧等般 舲舰舰舲舩和子空间聚类 舨艅艬艨艡艭艩艦艡色等般 舲舰舰船舻

艌艩艵 等般 舲舰舱舳舩舩 通常包含两个阶段：舨艡舩 首先得到一个样本舭样本邻接矩阵以捕捉

不同样本之间的相关性。舨艢舩给定邻接矩阵，将聚类问题形式化为一个图分割问

题并最小化归一化割舨艮良色艭艡艬艩艺艥艤 艣艵艴舩的谱松弛。基于该框架，当邻接矩阵具有明

显的块对角结构时，每个对角块就代表一个簇。因此，利用邻接矩阵的块对角

结构可以显著提高此类基于图的聚类方法的性能。受此启发，研究人员开始探

索能够隐式保留邻接矩阵的块对角结构的正则化算子舨艌艩等般 舲舰舱舵艡舻 艙良艵等般 舲舰舱舶舻

艘艩艮等般 舲舰舱舷舻 艗艩艰艦等般 舲舰舱舶舻 艗艡艮艧等般 舲舰舱舱舻 艆艡艶艡色良等般 舲舰舱舱舻 艌艵等般 舲舰舱舸舩。然而，

正如舨艌艵等般 舲舰舱船舩所述，隐式正则化算子无法处理来自输入特征零空间的非对角
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线噪声。随后，舨艎艩艥等般 舲舰舱舴般 舲舰舱舶舩首次提出在基于图的聚类框架中开发显式块

对角正则化算子以更好地解决该问题。最近，舨艌艵 等般 舲舰舱船舻 艘艩艥 等般 舲舰舱舷舻 艙艡艮艧

等般 舲舰舱船艢舩将其引入到子空间聚类框架中以构建自表达层。在该研究方向中，与

本章最相关的是显式正则化算子的有关工作。然而，两者的不同之处在于以下

两个方面。首先，既往工作针对同构样本，块对角属性仅适用于第8行舯列均代表

相同类型样本的方阵，而本章所提出的任务舭特征联合分组适用范围更广。具体

而言，本章提出一个广义块对角结构学习框架，可适用于任意大小的、第8行舯列

代表不同类型顶点的矩阵。其次，优化方法方面，既往工作仅提供一个子序列

收敛保证，尚未有全局收敛性质。相反，通过对替代问题进行重构，本章所提

出的方法具有全局收敛性保障。小节舵舮舴舮舳更详细地讨论了有关工作与本章方法

之间的联系。

舵舮舲舮舲 多任务学习

引言一节简要回顾了针对负迁移问题的有关工作，本小节进一步讨论多任

务学习方法有关方法。首先，从结构学习的角度来看，虽然引言所述非对称多

任务学习方法舨艌艥艥等般 舲舰舱舶舻 艌艩艵等般 舲舰舱舷艢舻 艙艡良等般 舲舰舱船舻 艏艬艩艶艥艩色艡等般 舲舰舱船舩也利用

了块对角结构，然而，正如第舵舮舲舮舱节所述，该类方法仅适用于同构块对角结构，

因此不适用于同时考虑任务结点与特征结点的异构块对角结构。从任务舭特征协

同学习的角度来看，在已知范围内，目前仅有两个多任务学习方法对任务舭特征

的联合分组结构进行显式建模。舨艚艨良艮艧 等般 舲舰舱舲舩首先考虑不同特征在不同任务

中的作用；然而，该方法分别处理各个特征，并未考虑特征之间的复杂关系。

舨艘艵等般 舲舰舱舵舩转而基于一个协同聚类诱导的正则化算子学习任务舭特征的相关性。

然而，该正则化算子缺乏能够显式恢复块对角结构的理论保障，且未能显式地

建模任务舭特征协同聚类与负迁移之间的联系。

舵舮舳 框架介绍

本节主要介绍所提出的任务舭特征协同学习框架的基本模型，其总体结构如

图舵舮舱所示。本节假设能够将任务和特征同时划分到不同组中；第舵舮舴舮舴小节不再

受限于该假设，并纳入异常任务和共识特征对艔艆艃艌模型进行扩展。
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本章采用的符号及其说明如下。S<表示所有属于R
<×<的实对称矩阵集合。

给定任意矩阵G ∈ S# 般将G的#个特征根以降序排列，即，_1(G) ≤ _2(G) ≤ · · · ≤

_# (G)。〈·, ·〉 表示向量或矩阵内积。给定两个矩阵G和H，G ⊕ H表示两个矩阵

的直和。若G − H为半正定矩阵，记G � H。 U(0, 1) 代表均匀分布，N(`, f2)

代表正态分布。对于给定矩阵G ∈ R<×=，定义零空间N (G) = {x ∈ R= : Gx =

0}。给定任意矩阵G ∈ S<，若_是其一个特征根，记EIG�(_) = N (G − _O) 为

特征根_对应的特征向量张成的子空间。给定矩阵G = [a1, · · · , a=]，记G<:= =

[a<, · · · , a=]。给定集合A，若G ∈ A，记作]A(G) = 0；反之， ]A(G) = +∞。

假设有)个待学习任务，给定训练集舺

S =
{
(^ (1) , y (1)), · · · , (^ () ) , y () ))

}
.

对于集合S，^ (8) ∈ R=8×3 为第8个任务的输入特征矩阵，其中=8表示第8个任务包

含的实例数，3表示特征维度；矩阵^ (8)的每一行代表一个实例的特征向量；y (i)

表示第8个任务对应的响应或输出；给定任务8，建立线性模型g (8) (G) = ] (8)>x，

并记模型参数矩阵] = [] (1) , · · · ,] () )] ∈ R3×)；在标准的多任务学习范式中，

] 可通过如下正则化约束问题求得：

argmin
]

J (]) + U · S(]),

其中J (]) = ∑
8 ℓ8，且ℓ8 表示第8个任务的经验风险，S(])为正则项。以下推导

合适的正则化算子，进而从任务和特征两个层面抑制负迁移。

基于线性模型，对于第8个任务，可通过Ĥ = ] (8)
>
x =

∑3
9=1,8 9G 9预测其响

应。若,8 9 = 0，则Ĥ与第 9个特征无关；若|,8 9 |越大，则表示Ĥ 越依赖于第 9个特

征。可见，|,8 9 |可直接特征8和任务 9的相关性。为抑制跨任务、跨特征间的负迁

移，艔艆艃艌将任务和特征自动划分为多个分组，其中每个组仅包含相关的任务和

特征。若特征8和任务 9不属于同一组且,8 9 ≠ 0，则代表发生了负迁移。受此启

发，本章旨在将任务和特征同时划分为:个组，从而当特征8和任务 9不在同一组

时，|,8 9 |接近于0。为此，以下借助辅助二部图构建实现上述约束的正则化项算

子。

具体而言，定义二部图G�� = (V�� , E�� , G�� )，其中V�� = V) ∪ V�表示顶点
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集，V)和V�分别表示任务和特征集合；G��的邻接矩阵定义为：

G�� =


0 |] |

|] |> 0

 ;

定义边集为E�� = {(8, 9) |G�� 8, 9 > 0}。引入拉普拉斯矩阵

LG�� = 3806(G��1) − G�� .

给定G��，以下基于谱图论推导满足要求的正则化算子。根据谱图论，为保

证将任务与特征顶点划分为:组，只需保证二部图 G��存在:个连通分量。下述

定理说明，保证二部图有:个连通分量等价于约束拉普拉斯矩阵LG��零空间的维

度为:。

定理 舵舮舱. 舨艁色艧艹色艩良艵等般 舲舰舰舸艢舩 dim(N (LG�� )) = :，即拉普拉斯矩阵LG��的零特征

根的重数为:，当且仅当二部图G��包含:个连通分量。进一步，记G (8)为隶属于

第8个连通分量的任务和特征顶点集，则有：

EIGLG��
(0) = B?0=(*G (1) , *G (2) , · · · , *G (# )),

其中 *G (8) ∈ R(3+) )×1；当 9 ∈ G (8)时，[*G (8)] 9 = 1，反之[*G (8)] 9 = 0。

上述定理给出了实现本章目标的方法：构建正则化算子使得拉普拉斯矩阵

的最小:个特征根为舰。令# = 3 + ) 为二部图G��的顶点数，该正则化算子等价

于约束A0=: (LG�� ) = # − :。然而直接优化该约束为艎艐难问题，因此本节将之松

弛为最小化最小:个特征根之和，即
∑:
8=1 _8 (LG�� )。根据特征根的变分性质舨艆艡艮般

舱船舴船舩，最小化LG�� 的最小:个特征根之和可形式化为以下问题：

:∑
8=1

_8 (LG�� ) = min
K
CA (KLG��K

>), B.C. K>K = O: . 舨舵舮舱舩

由于非凸约束K>K = O:的存在，上述问题是非凸的。最近有研究提出了该问题

的一个等价凸形式：

定理 舵舮舲. 令 Γ = {[ : [ ∈ S# , O � [ � 0, CA ([) = :}，则对于∀G ∈ S# 舺
:∑
8=1

_8 (G) = min
[ ∈Γ
〈G, [〉 , 舨舵舮舲舩

且最小值在[ = \:\
>
:处取到，其中\:代表矩阵G的最小:个特征根对应的特征

向量。
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证明. 记矩阵G的特征根分解为：

G = WΛW>, Λ = 3806(_1(G), · · · , _# (G)). 舨舵舮舳舩

对于可行集Γ中的任意一个[，有以下式子成立舺 〈G,[〉 = ∑
8 �88_8 (G), 其中I =

W>[W。鉴于矩阵I 和矩阵[有相同的特征根，因此，当且仅当[ ∈ Γ时，I ∈

Γ成立。进而下式成立：

min
[ ∈Γ
〈G,[〉 ⇐⇒ min

I∈Γ

∑
8

�88_8 (G). 舨舵舮舴舩

定义e8 ∈ R#×1，e88 = 1且对于任意B ≠ 8，e8B = 0，可得：

�88 =
e8
>
Ie8

e8>e8
.

于是，根据矩阵I的特征根极值属性，可得如下不等式：

0 ≤ _1(I) = min
x

x>Ix

x>x
≤ �88

≤ max
x

x>Ix

x>x
= _# (I) ≤ 1.

舨舵舮舵舩

当�88 = 0(8 > :)，�88 = 1(8 ≤ :)时，公式 舨舵舮舴舩 取到最小值
∑:
8=1 _8 (G)。从而可

证
∑:
8=1 _8 (G) = min[ ∈Γ 〈G, [〉。

以下只需通过
∑:
8=1 _8 (G) = 〈G,[〉证明 [ = \:\

>
: 为最优解。由于\: 为

矩阵G的最小:个特征根对应的特征向量，因此W = [\⊥: ,\:]，其中 \⊥: 表示最

大# − :个特征根对应的特征向量，且满足 \>:\⊥: = 0，\⊥>: \: = 0。由此可得：

I = W>[W =


\>:

\⊥
>

:

 \:\>: [\: ,\⊥: ]
=


O: 0

0 0

 .
舨舵舮舶舩

后续证明过程遵循
∑
8 �88_8 (G) =

∑:
8=1 _8 (G)的证明，此处不再赘述。

�

结合经验风险J (])、正则化项和模型参数]的惩罚项ℓ2，给出本章优化问

题 (V)的形式化表述如下：

(V) min
] ,[ ∈Γ

J (]) + U1 ·
〈
LG�� ,[

〉
+ U2

2
· ‖]‖2� . 舨舵舮舷舩

船舳
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舵舮舴 模型优化

由于原问题(V)不易求解，本节构造其替代问题(V★)，表为：

(V★) min
] ,[ ∈Γ


J (]) + U1 ·

〈
LG�� ,[

〉
+ U2

2
· ‖]‖2�

+ U3

2
· ‖[‖2�

 . 舨舵舮舸舩

以下说明，在一定条件下，优化替代问题足以保证取得原问题(V)的一个临

界点。

由于
〈
LG�� ,[

〉
关于参数]非凸非光滑，因此采用近端梯度下降法（艐色良艸艩艭艡艬

艇色艡艤艩艥艮艴 艄艥艣艥艮艴般 艐艇艄） 舨艂艥艣艫 等般 舲舰舰船舩进行求解。首先，假设损失函数的梯

度∇]J (]) 是 r舭艌艩艰艳艣艨艩艴艺连续的。根据近端梯度下降法，对于第C步迭代，给

定常数� > r和上一步的解] C−1，可通过求解如下问题更新参数] C和[C：

(Vrox) min
] ,[ ∈Γ


1
2




] − ]̃ C



2

�
+ U1

�

〈
LG�� ,[

〉
+ U2

2�
· ‖]‖2� +

U3

2�
‖[‖2�

 , 舨舵舮船舩

其中， ]̃
C
= ] C−1 − 1

�
∇]J (] C−1)。

舵舮舴舮舱 子问题求解

求解(Vrox)包括两个子问题：（舱）给定参数]，优化[；（舲）给定[，优化

参数]。

艤艳艡艤艳艡

（1）给定]，更新[舺 包括如下子问题：

min
[

〈
LG�� ,[

〉
+ U3

2�
‖[‖2� , B.C. [ ∈ Γ 舨舵舮舱舰舩

注意到，定理舵舮舲仅给出了当U3 = 0时该问题的一个特例，无法对U3 ≠ 0的情况进

行求解。下述定理表明，当U3数值适中时，该子问题仍具有闭式解，且U3 = 0也

符合该闭式解的形式，如图舵舮舲所示。

船舴



第舵章 基于任务舭特征协同学习的多任务艁艕艃优化方法及应用

定理 舵舮舳. 令_0(LG�� ) = 0，_#+1(LG�� ) = +∞，记特征根_1(LG�� ), · · · , _# (LG�� )对

应的特征向量为\ = [v1, v2, · · · , v# ]。同时，记：

? = max{8 : _8 (LG�� ) < _8+1(LG�� ), 0 ≤ 8 < :},

@ = min{8 : _8 (LG�� ) < _8+1(LG�� ), 8 ≥ :},

Δ? = _?+1(LG�� ) − _? (LG�� ),

Δ@ = _@+1(LG�� ) − _@ (LG�� ),

X̆(LG�� ) = min{Δ?,Δ@}

对于任意LG�� ≠ 0且满足 0 ≤ U3
2� < X̆(LG�� )，问题舨舵舮舱舰舩的最优解为：

[★ = \Λ̃\>, Λ̃ = 3806(c), 28 =


1 8 ≤ ?,

:−?
@−? @ ≥ 8 > ?,

0 良艴艨艥色艷艩艳艥.

舨舵舮舱舱舩

图 5.2定理5.3示意图

Figure 5.2 Illustration of the Solution in Them. 5.3

对于上述定理，有以下三个评述：

注 舵舮舱 舨理想条件下的分组效应舩. 首先讨论\的分组能力。理想情况下，假设二

部图有:个连通分量，由于28 = 0,∀8 > :，故仅\1::与[
★的求解相关。记\1::的

第8行的转置为 f 8 ∈ R:。接下来仅需考察 f 8的分组能力。定义G (1), · · · ,G (:)对

应图中各个连通分量，其顶点数量分别为=G (1) , · · · , =G (:)。根据定理舵舮舱，经过至

多一次正交变换， f 8 ∈ R:×1可表为：

58, 9 =


1

√
=G ( 9)

, 8 ∈ G ( 9)

0, >Cℎ4AF8B4

. 舨舵舮舱舲舩

船舵



面向复杂场景的艁艕艃优化理论、方法及应用

由此看出， f 8 具有将任务舯特征进行分组的强判别能力。第舵舮舴舮舲舮舲小节通过详细

的理论分析和更多的实际考量重新讨论此属性。

注 舵舮舲. 与定理舵舮舲仅考虑U3 = 0不同，定理舵舮舳允许U3 > 0 并赋予了[子问题强凸

性，使得算法具有全局收敛性。且能够证明算法全局收敛到原问题(V)与替代问

题 (V★)的临界点。下一小节将对此进行详细阐述。

(a) \1:2\
>
1:2 (b) \2:3\

>
2:3

图 5.3向量外积示意图

Figure 5.3 Visualizations of the eigenvector outer-products

注 舵舮舳. 记_0 (LG�� ), · · · , _1 (LG�� )对应的特征向量为\0:1，如图舵舮舲所示，即使特

征根间隙_:+1(LG�� ) − _: (LG�� )接近于零，所提出算法同样有效。值得注意的

是，若_: (LG�� ) = _:+1(LG�� )成立，则定理舵舮舲的解没有明确定义。在该情形下，

_: (LG�� )的重数必定大于1。假设LG��的最小:个特征根 [_1(LG�� ), · · · _: (LG�� )]中

有B个不同的特征根[_̆1, · · · _̆B] 舨1 ≤ B < :舩，则\1::无法张成子空间⊕B8=1EIGLG��
(_̆B)

（其中仅包含此子空间@个基中的:个）。可见\1::\
>
1::不能唯一确定（即，随正交

变化及基的选择变化），因此解不具有可辨识性。换言之，选择不同的特征向量

集合，可能产生完全不同的结果。例如，通过以下邻接矩阵构建一个二部图：

� =


0 ]

]> 0

 ，且 ] =



1 1

1 1

2 2

2 2

3 3


.

显然，该二部图的拉普拉斯矩阵的0特征根的重数为3，记对应的特征向量为v1, v2, v3。

令: = 2，以下说明外积\\>不唯一。为此，首先对\1:2 = [v1, v2]和 \2:3 =

船舶
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[v2, v3]分别计算其外积 \1:2\
>
1:2 和 \2:3\

>
2:3。由图舵舮舳的可视化结果可知，上述

两个矩阵完全不同，进而产生完全不同的解。因此，上述子问题的定义并不明

确。

与之相反，采用定理舵舮舳则可规避该问题。基于定理舵舮舳，有

[★ = \1:?−1\
>
1:?−1 +

: − ?
@ − ?\ ?:@\

>
?:@ .

进一步，根据@和?的定义可知，\ ?:@张成子空间E1 = EIGLG��
(_̆B)，\1:?−1张成子

空间E2 =
⊕B−1

8=1 EIGLG��
(_̆8)。由此，\1:?−1\

>
1:?−1构成E1的正交投影，且\ ?:@\

>
?:@构

成E2的正交投影。由正交投影的基本性质可知，[
★为旋转不变量。总结来说，

相对于传统求解方法，定理舵舮舳的优点如表舵舮舱所示。注意此处的三种形式均产生

相同的最优值，但有不同程度的稳定性。

表 5.1
∑:
8=1 _8 (LG�� )的不同变式

Table 5.1 Different formulations of
∑:
8=1 _8 (LG�� )1

凸 强凸 可辨识性

min\ CA (\LG��\
>)

B.C. \\> = O:
5 5 5

min[
〈
LG�� ,[

〉
B.C. [ ∈ Γ

4 5 5

min[
〈
LG�� ,[

〉
+ _ · ‖[‖2

�

B.C. [ ∈ Γ

0 ≤ _ ≤ X̆(LG�� )

($DAB)

4 4 4

以下求解另一个子问题。

（2）固定[，更新]：下述命题表明，固定[，可将]子问题转换为弹性网正则

近端映射（艥艬艡艳艴艩艣 艮艥艴 艰色良艸艩艭艡艬 艭艡艰艰艩艮艧）问题：

命题 舵舮舱. (Vrox)的]子问题的最优解为：

]★ = B6=( ˜])
(����� ˜]

1 + U2
�

����� − U1

� + U2
J

)
+

, 舨舵舮舱舳舩

1可辨识性系指当_:+1 (LG�� ) − _: (LG�� )值为零时，[ = \\>的可辨识性。

船舷
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其中， �8 9 = ‖ f 8 − f 3+ 9 ‖2。

证明. 基于事实 〈
LG�� ,[

〉
=

〈
3806(


0 |] |

|] |> 0

 1) −


0 |] |

|] |> 0

 ,[
〉

=

〈
3806([)1> −[,


0 |] |

|] |> 0


〉
,

舨舵舮舱舴舩

该问题可重写为舺

min
]


1
2
| |] − ]̃ | |2� +

U1

�
·
〈
Δ(1) + Δ(2)> , |] |

〉
+ U2

2�
· ‖]‖2�

 , 舨舵舮舱舵舩

其中，

Δ = 3806([)1> −[, 舨舵舮舱舶舩

Δ(1) = Δ(1 : 3, (3 + 1) : 4=3), 舨舵舮舱舷舩

Δ(2) = Δ((3 + 1) : 4=3, 1 : 3). 舨舵舮舱舸舩

进一步，有

Δ
(1)
8 9
+ Δ(2)

98
= *88 +*3+ 9 ,3+ 9 −*8,3+ 9 −*3+ 9 ,8 = ‖ f 8 − f 3+ 9 ‖22.

鉴于目标函数是
(
1 + U2

�

)
−强凸的，易知，最优解唯一。故其证明遵循ℓ1范数的

近端映射舨艂艥艣艫等般 舲舰舰船舩。 �

给定嵌入向量，算法通过稀疏性诱导策略学习]，其中，当,̃8 9大于特征8和

任务 9间距离时，,8 9非零。进一步，下述评述揭示了跨特征、跨任务间的迁移

机制。

注 舵舮舴. 公式舨舵舮舱舰舩具有如下等价形式舺

argmin
]
〈J, |] |〉 B.C.] ∈ B2 (U) (], ]̃

C), 舨舵舮舱船舩

其中，B2 (U) =
{
] : ‖] − ]̃ C ‖2

�
≤ 2(U1), ‖]‖2� ≤ 2(U2)

}
。由该重构可知， ]子

问题可等价表示为特征集合及任务集合之间的正则化最优运输问题。其中，运

船舸
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输代价为任务、特征之间的谱嵌入距离；正则化项对应]的艆范数球限制。同时

考虑到谱嵌入的分组性质，当特征8与任务 9属于同一组时，运输代价低，] 8, 9优

先被激活；反之当特征8与任务 9属于不同组时，运输代价大，] 8, 9则不易被激

活。因此迁移优先在相似的任务舭特征间进行，可有效规避负迁移。

舵舮舴舮舲 理论分析

舵舮舴舮舲舮舱 收敛性分析

由于本章优化问题为非凸问题，因此收敛性分析主要考察更新序列是否能

够有收敛到局部最优解，其中局部最优解由临界点，即次梯度为舰的点，刻画。

为取到问题(Vrox)的临界点，在改变参考点]̃ C
之前，需迭代优化[和] 直

到收敛。直观而言，需由双层循环实现优化舺 外循环 负责改变参考点；给定参

考点，内循环负责求解]:和[:。显然，内循环大大增加了计算成本，使得双层

循环在实际意义上并不可行。然而，实际训练中发现，一轮内循环足以收敛到

良好的解。因此考虑如算法舶的单次内循环更新过程。接下来对算法 舶的全局收

敛性加以证明。

定理 舵舮舴 舨算法舶对替代问题(V★)的全局收敛性舩. 令{] C ,[C}表示算法舶产生的解

序列。假设J (·)为可定义函数舨艤艥舜艮艡艢艬艥 艦艵艮艣艴艩良艮般定义见本章附录舩且J (]) ≥ 0，

同时其导数为d舭艌艩艰艳艣艨艩艴艺连续函数。当� > d， 0 < U3 < 2�minC X̆(LCG�� )时，对

任意有限可行初始解，以下结论成立：

舨舱舩 参数迭代序列{] C ,[C}C 收敛到问题(V★)的一个临界点(]★,[★)。

舨舲舩 损失序列收敛到问题 (V★)的损失的一个临界点 (]★,[★)。

舨舳舩 对于任意 C ∈ N，存在一个次梯度gC，使得当) → +∞时，
1
)
(
)∑
C=1
‖gC ‖2) 以

O( 1
)
)的收敛率收敛到0。

定理 舵舮舵. 舨算法 6关于原问题 V的全局收敛性舩。 在与定理舵舮舴的相同条件下，算

法 舶所产生的迭代序列{] C ,[C}C关于原问题 (V)同样满足上述结论舨舱舩舭舨舳舩。

注 舵舮舵. 由定理舵舮舳可知，定理舵舮舵所定义的原问题具有全局收敛性质。然而，直接

采用定理舵舮舲中的经典结论时，该结论并不总成立。原因主要有两个：一方面，

即使] C收敛到临界点，也难以保证[C 序列的可辨识性（见注舵舮舳）；另一方面，

定理舵舮舲不具备定理 舵舮舳所描述的性质，难以满足全局收敛性所必需的充分下降

条件（见附录）。相反，通过所提出的定理舵舮舳，即使在求解替代问题的前提下，

船船
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算法 6求解艔艆艃艌原问题(V)
输入: 数据集S、U1、 U2、:和� (� > r)。

输出: 解]、[。

初始化]0、[0 ∈ Γ、C = 1。

repeat

U子问题舺

给定] C−1，计算LG��。 艤艳艡艤艳艡

\ C ← LG��的特征向量。

[C ← \ CΛ̃\ C>舨根据定理舵舮舳舩。 艤艳艡艤艳艡

W子问题舺

给定[C，计算XC。

]̃
C ← ] C−1 − (1/�) · ∇]J (] C−1)。

] C ← B6=( ˜] C)
(����� ˜]

C

1 + U2
�

����� − U1
�+U2

JC

)
+

。

C ← C + 1。

until收敛

] = ] C−1，[ = [C−1。

也同样可以保证原问题全局收敛至其临界点。进一步，只要U满足

U ∈ (0, 2�min
C
X̆(LCG�� )]

则算法结果不会受到影响，因此无需对U3进行额外调参。

舵舮舴舮舲舮舲 任务特征分组效应

本小节说明所提出的算法如何区分模型权重中的任务和特征组。具体而言，

有如下定理。

理想情况下，当
∑:
8=1 _8 (LG�� ) = 0时，由定理舵舮舱可知G��必为:舭连通的，且

] 8, 9 ≠ 0

当且仅当特征 8和任务 9属于同一连通分量。

实际上，
∑:
8=1 _8 (LG�� )往往大于零，因此上述论证并不成立。对于一个性能

良好的模型，可以假设目标函数值在算法后期阶段较小。受此启发，以下定理

表明，在上述更弱的假设条件下，仍可恢复成组结构。

舱舰舰



第舵章 基于任务舭特征协同学习的多任务艁艕艃优化方法及应用

定理 舵舮舶. 舨成组效应舩 假设算法 舶 在第T轮迭代停止，且F (]T −1,[T −1) ≤ nT −1。

记Supp(G) =
{
(8, 9) : �8, 9 ≠ 0

}
，H = {] : ‖]‖� ≤  } , �0 =

(
2
U2
· nT −1

)1/2

。另

假设 ∞ > ^ > 0，sup‖] ‖� ≤^ ‖∇]J (])‖∞ ≤ s(^) < ∞且，有矩阵]★ ∈ H�0，其

对应的二部图G★有:个连通分量，图拉普拉斯矩阵 LT
G��给出了真实分组。此外，

记图中第8个组的顶点数为=8，记=
↑
1 = max8 =8，=↑2 = max

9 ,= 9 ≤=↑1
=8。定义符号

^0 = �0 +
s(�0)
�

, X1 =
�

U1
^0, X2 =

�

U1
X0, V =

1
=
↑
1

+ 1
=
↑
2

,

d =
�0

_:+1

(
LT

G��

) , b = d · (√3 + ) + √2),
舨舵舮舲舰舩

有：

舨艡舩 (无假阳性分组) 当 _:+1(LT
G�� ) > _: (LT

G�� ) > 0，
√

2
32 · V > b，且8

√
2b <

X1 < V − 8
√

2b时，有：

Supp(]T ) ⊆
{
(8, 9) : G (8) = G ( 9)

}
= Supp(]★), 舨舵舮舲舱舩

其中，G (8)为二部图 G★中顶点8对应的连通分量。

舨艢舩 (正确分组)若进一步假设min(8, 9) |]̃
T
8, 9 | ≥ X0 > 0，且8

√
2b < min {X1, X2} ≤

max {X1, X2} < V − 8
√

2b，有：

Supp(]T ) = Supp(]★). 舨舵舮舲舲舩

注 舵舮舶. 对于定理，作出如下解释：

舨艡舩 假设总存在]★ ∈ H�0，满足与真实成组参数结构一致（反之，若]
★ ∉

H�0，可选择]
′ = �0 · ]★

| |]★ | |�，而]
′位于同一支撑集的艆舭范数球内）。

舨艢舩 定理舵舮舶说明，若LG��的第:个谱间隙存在，选取超参数：

U2 = >

(
(3 + )) · nT −1

V2 · _:+1(LT
G�� )

2

)
, U1 = O(�^0) 舨舵舮舲舳舩

并确保关于b, X1的不等式成立，则可实现无假阳性结构恢复，其中，仅当特征 8

和任务 9在真实参数结构中属于同一组时，|,T
8 9 |值为零。进一步假设：

U1 = O(� · (X0 ∨ ^0)), U2 = >

(
(3 + )) · nT −1

V2 · _:+1(LT
G�� )

2

)
舨舵舮舲舴舩

其中， 0 ∨ 1表示取二者中较大值，则可近似获得正确的分组结构。换言之，仅

当特征 8和任务 9在真实参数结构中属于同一组时，|,T
8 9 |值为零。

舱舰舱
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舵舮舴舮舳 与既往工作关系

本小节讨论所提出的基本模型与既往工作舨艌艵 等般 舲舰舱船舩和舨艘艵 等般 舲舰舱舵舩间的

关系。与舨艘艵等般 舲舰舱舵舩类似，所提出的模型也假设应将特征和任务划分到不同的

组，而不同之处在于：工作舨艘艵等般 舲舰舱舵舩基于艫舭均值假设进行协同聚类，无法保

证块对角结构。受舨艌艵等般 舲舰舱船舩启发，本章借鉴谱图论为聚类设计了一个显式的

正则化算子，将舨艌艵等般 舲舰舱船舩中的正则化项算子推广到二部图上并将其应用于多

任务学习问题。更重要的是，还为定理舵舮舳中的截断特征根之和问题的变式提供

了一个广义闭式解。值得注意的是，该问题恢复了原问题（非强凸）的一个形

如式 舨舵舮舱舰舩的特定全局解，因此同时兼顾了唯一性与最优性。

舵舮舴舮舴 个性化属性预测

至此，已介绍了所提出的任务舭特征协同学习框架，以下将此框架拓展到个

性化属性预测问题上。给定大量来自于众包标注平台的图像及其视觉属性标注

（例如，人脸的微笑属性，鞋子的舒适性），个性化属性预测旨在给未标注图像

标注用户特异的视觉属性，以满足复杂的个性化需求。由于通常每个众包用户

仅标注少量图像，该问题与多任务学习问题具有天然的相似性。

为建模个性化标注过程，视每个用户的标注预测为一个任务。对于一个

给定的属性，假设有)个用户参与了该属性的标注。同时，假设第8个用户标注

了=8张图片，其中，有=+,8个正标签，=−,8个负标签。在此设定下，^
(8) ∈ R=8×3为

第8个用户所标注图片的输入特征，y (i) ∈ {−1, 1}=8为对应的标签向量。H (8)
:
= 1表

示用户认为第B张图片中出现了目标属性，否则， H
(8)
:

= −1。此外，令S+,8 =

{: | H (8)
:
= 1}，S−,8 = {: | H (8): = −1}。多样的个性化标注允许为每个用户进行不

同建模。受此启发，为每个任务舨用户舩 8建立了一个线性学习器g (8) (x) = ] (8)>x。

与第舴章相似，本章将参数]分解为：

] (8) = �2 +� (8)6 + � (8)? . 舨舵舮舲舵舩

其中�2、�
(8)
6 和�

(8)
? 的含义与第舴章中)、M (8)和V (8)相同，分别捕捉全局、群体与

个性化属性偏好。同理，记�6 = [� (1)6 , · · · , � () )6 ]，� ? = [� (1)? , · · · , � () )? ]。

为实现有效的参数分解，需为各参数设计对应正则化算子。与第舴章相同，

针对�2使用ℓ2正则化算子；针对�6使用所提出的任务舭特征协同学习框架；针

对� ?采用ℓ1,2正则化算子；使用艁艕艃作为优化目标，且选择平方替代损失舨艇艡良

舱舰舲



第舵章 基于任务舭特征协同学习的多任务艁艕艃优化方法及应用

等般 舲舰舱舶舩：

J (�2,�6,� ?) =
)∑
8=1

ℓ8,

ℓ8 =
∑

G? ∈ S+,8

∑
G@ ∈ S−,8

B

(
g (8) (x ?) − g (8) (x@)

)
=+,8=−,8

.

舨舵舮舲舶舩

其中B(C) = (1 − C)2。

综上所述，目标函数有以下形式：

(W) min
�, [ ∈ Γ


J (�2,�6,� ?) +

U1

2
‖�2‖22 + U2 〈�G , [〉

+ U3

2
‖�6‖2� + U4 ‖� ?‖1,2 + ]Γ(*)

 . 舨舵舮舲舷舩

优化可证明，当输入^有界时，经验损失J =
∑)
8=1 ℓ8关于� = [�2, E42(�6), E42(�?)]的

导数是艌艩艰艳艣艨艩艴艺连续的。记艌艩艰艳艣艨艩艴艺常数为rK 舨见附录舩。任意第C此迭代取� >

rK，可通过如下子问题求解参数：

(Vroxg) argmin
�6 ,[ ∈Γ


1
2




�6 − �̃ C6


2

�
+ U1

�
〈�G ,[〉

+ U2

2�
‖�6‖2�

 , 舨舵舮舲舸舩

(Vroxc) argmin
�2

1
2




�2 − �̃ C2


2

2
+ U3

2�
‖�2‖22, 舨舵舮舲船舩

(Vroxp) argmin
�?

1
2




� ? − �̃ C?



2

�
+ U4

�
‖� ?‖1,2, 舨舵舮舳舰舩

其中，

˜�
C

6 = �
C−1
6 −

1
�
∇�6J (� C−1), 舨舵舮舳舱舩

˜�
C

2 = �
C−1
2 −

1
�
∇�2J (� C−1), 舨舵舮舳舲舩

˜�
C

6 = �
C−1
? −

1
�
∇�?J (� C−1). 舨舵舮舳舳舩

与算法舶相似，采用算法舷优化参数。

本节的最后说明，算法舷继承了算法舶的理论优势。

舱舰舳
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定理 舵舮舷. 记损失函数为

F̃ =


J (�2,�6,� ?) + U1 〈�G ,[〉 +

U2

2
‖�6‖2�

+ U3

2
‖�2‖22 + U4‖� ?‖1,2 + ]Γ([)


记第C轮迭代产生的参数为(� C2,� C6,� C?,[C)。若输入特征有界，即对于∀8, ‖^ (8) ‖2 =

o-8 < ∞, =+,8 ≥ 1, =−,8 ≥ 1， � > rΘ，其中 rK = 3)
√
(2) + 1)max8

{
=8o

2
-8

=+,8=−,8

}
，

下列性质对算法舷而言成立：

舨舱舩 参数迭代序列(� C2,� C6,� C?,[C)收敛到问题W的一个临界点 (�2★,�6★,� ?
★,[★)。

舨舲舩 损失序列{F̃C}C 收敛到问题 W的一个临界点 F̃★。

舨舳舩 对于任意C ∈ N，存在一个次梯度 gC，从而当) → +∞时，
1
)
(
)∑
C=1
‖gC ‖2)以O( 1

)
)的

收敛率收敛到0。

定理 舵舮舸. 假设算法 舷迭代到第T轮终止，且满足F̃T −1 ≤ nAT −1，其中F̃T −1为第T −

1轮迭代时目标函数的值。假设存在矩阵�g★ ∈ H�A
0
，其对应的二部图 G★有:个

连通分量，且图拉普拉斯矩阵 �T
G给出了真实分组结构。此外，记 =8为二部图

第8个连通分量对应的顶点个数，且 =
↑
1 = max8 =8，=↑2 = max

9 ,= 9 ≤=↑1
=8。基于下列

符号定义：

�A
0 =

(
2 ·
nAT −1

U2

)1/2

, ^A0 = �
A
0 +

p(b2, b6, b?)
�

, XA1 =
�

U1
^A0 舨舵舮舳舴舩

XA2 =
�

U1
XA0 , b

A = (
√
3 + ) +

√
2) ·

�A
0

_:+1(�T
G )

舨舵舮舳舵舩

b2 =

(
2 ·
nAT −1

U3

)1/2

, b6 = �
A
0 , b? =

nAT −1

U4
, VA =

1
=
↑
1

+ 1
=
↑
2

,

p(b2, b6, b?) =
=8o-8√
=+,8=−,8

)∑
8=1

(
(b2 + b6 + b?)

o-8√
=+,8
+ 1

)
,

舨舵舮舳舶舩

对于算法舷中�6的分组效应，有下述事实成立舺

舨艡舩 无假阳性分组：_:+1(�T
G ) > _: (�T

G ) ≥ 0般
√

2
32 · V

A > bA，且 8
√

2bA < XA1 <

VA − 8
√

2bA有：

舱舰舴
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Supp(�T
6 ) ⊆

{
(8, 9) : G (8) = G ( 9)

}
= Supp(�★6), 舨舵舮舳舷舩

其中，G (8)为相应二部图 G★中节点8所属的连通分量。

舨艢舩 正确分组：若进一步假设min(8, 9) |�̃
T
8, 9 | ≥ XA0 > 0，8

√
2bA < min

{
XA1 , X

A
2

}
≤

max
{
XA1 , X

A
2

}
< VA − 8

√
2bA，有舺

Supp(�T
6 ) = Supp(�★6). 舨舵舮舳舸舩

算法 7 舨W)问题求解
输入：数据集 S、U1、U2、U3、U4、:、� (� > rK)。

输出：解 �2、�6、� ?、[。

初始化�0
2、 �

0
6、�

0
?、[

0 ∈ Γ、C = 1。

repeat

根据公式舨舵舮舳舲舩舭公式舨舵舮舳舳舩，分别计算˜�
C

2，˜�
C

6和 ˜�
C

6。

根据公式舨舵舮舲船舩求解� C2。

根据公式舨舵舮舳舰舩求解� C?。

基于S、U1 = U2般 U2 = U3、:、�，调用算法舶并返回� C6,[C。

C = C + 1。

until收敛

�2 = �
C−1
2 ，�6 = �

C−1
6 ，� ? = �

C−1
? ，[ = [

C−1。

舵舮舵 实验

舵舮舵舮舱 数据集

舵舮舵舮舱舮舱 仿真数据集

为了测试艔艆艃艌基本模型的有效性，采用舱舰舰个仿真用户生成一个简单的仿

真标注数据集，其中特征与艁艕艃分数由带有一个块对角任务矩阵的线性模型生

成。对于每一个用户，生成200个样品，得到输入特征矩阵^ (8) ∈ R200×80，其

中x (8)
:
∼ N(0, O80)。本章按照下述方式生成块对角任务矩阵]。具体而言，按照

公式] =
⊕5

8=1] 8构造舵个对角块，其中]1 ∈ R20×20，]2 ∈ R20×20，]3 ∈ R10×20般

]4 ∈ R20×20，]5 ∈ R10×20为]。每个对角块中的元素采样于分布N(�8, 2.52)（通

舱舰舵
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过逐元素采样的方式生成），其中，�8 ∼ U(0,  8),  1 = 5,  2 = 5,  3 = 10,  4 =

15,  5 = 20对应相应的聚类中心。对于每个用户，打分函数为s (8) = ^ (8) (] (8) +

n (8))，其中n (8) ∈ R200×1且n (8) ∼ N(0, 0.12O200)。接下来为每一个任务8生成相应标

签_ (8)，具体而言，将得分最高的50个任务实例标定为1，其余则标定为−1。

舵舮舵舮舱舮舲 Shoes数据集

艓艨良艥艳数据集舨艋良艶艡艳艨艫艡 等般 舲舰舱舵舩是流行的属性预测基准数据集，包含对

应舷种属性的舱舴般舶舵舸幅在线购物图片（艂艒：棕色，艃艍：舒适的，艆艁：时尚的，

艆艍：正式的，艏艐：打开的，艏艎：华丽的，艐艔：尖的）。具有不同知识背景的用

户需判断图片中是否存在特定属性。具体而言，每类属性至少分配了舱船舰名用户

参与标注，而每位用户均标注了舵舰幅图片，共计获得船舰般舰舰舰份标注结果。

舵舮舵舮舱舮舳 Sun数据集

艓艵艮舨艐艡艴艴艥色艳良艮等般 舲舰舱舲舩数据集包含来自艓艵艮属性数据库 舨艐艡艴艴艥色艳良艮等般 舲舰舱舲舩的

14, 340幅场景图片。通过相似的标注过程，共计获得包含舵种属性的64, 900份个

性化标注结果（艃艌：杂乱无章的，艍艏：现代的，艏艐：开放领域，艒艕：乡村的，

艓艏：平静的）。

舵舮舵舮舲 对比方法

接下来简要介绍实验涉及的对比方法。

• LASSO 舨艔艩艢艳艨艩色艡艮艩般 舱船船舶舩，在该方法中，每一个任务学习器均采用ℓ1舭范数

进行正则化约束。

• rMTFL 舨艙艵 等般 舲舰舰舷舩，该方法假定模型参数]可被分解为共识组件和成

组稀疏组件两部分。

• RAMUSA 舨艈艡艮等般 舲舰舱舶舩，该方法采用艣艡艰艰艥艤迹范数正则化算子，从而仅

最小化小于自适应调整阈值的奇异值。

• CoCMTL 舨艘艵 等般 舲舰舱舵舩，该方法通过最小化任务矩阵的奇异值的截断平

方和来实现任务特异的协同聚类。

• NC-CMTL 舨艎艩艥等般 舲舰舱舸舩，该方法使用非凸的低秩谱正则化算子和重加权

方案来探索不同任务间的共享信息。

• VSTGMTL 舨艊艥良艮艧等般 舲舰舱舸舩，该方法同时进行变量选择和低秩分解学习。

• AMTL 舨艌艥艥等般 舲舰舱舶舩通过在非对称迁移矩阵上进行稀疏选择来实现跨任

舱舰舶
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务间的非对称迁移。

舵舮舵舮舳 实验细节

计算所有用户上艁艕艃分数的均值作为评价标准。对所有数据集独立进行

了舱舵 次训练集、验证集、测试集的采集，并根据模型在验证集（占总样本数

的85%）上舱舵次结果的均值调整超参数，记录在测试集上舱舵次结果的均值。对

于对比方法，基于已有的预测结果 [ ŷ (1) , · · · , ŷ () )]，实验采用了逐样本平方损失

之和作为最终的损失函数，即：∑
8

1
2
· | |y (8) − ŷ (8) | |22

对于本章所提出的算法，采用平方艁艕艃损失函数以取得更好性能。为公平起见，

同时采用逐样本平方损失之和作为本章所提出算法的最终损失函数，并记录实

验结果进行比较。

舵舮舵舮舴 实验结果

图 5.4在仿真数据集上的AUC (↑)消融实验结果示意图。

Figure 5.4 AUC (↑) comparison on the Simulated Dataset

2即| |]C −]C−1 | |
3H轴代表测试集上的平均艁艕艃分数，G轴代表不同的算法，分别是：Org展示了初始艔艆艃艌算法的表现；

舱舰舷
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(a) obj (b) | |]C −]C−1 | | (c) | |[C −[C−1 | |

图 5.5（a）损失函数收敛曲线；（b）参数变化收敛曲线

Figure 5.5 (a) Convergence curves for loss function; (b) Convergence curves for parameter

change2

表 5.2仿真数据集上的消融研究

Table 5.2 Ablation Study for simulated dataset

艁艬艧良色艩艴艨艭
艔艆艃艌 艔艆艃艌

良艵色艳 艷舯良 艁艕艃 艬良艳艳

艁艕艃 93.66 船舲舮舴舶

舵舮舵舮舴舮舱 仿真数据集

性能对比： 图舵舮舴展示仿真数据集上所有相关算法的性能。相关结果表明，

所提出的算法均优于对比方法。在舱舵次重复实验中，所提出的方法艁艕艃性能达

到船舳舮舶舶舥，相较于次优方法的船舱舮舰舷舥提高了舲舮舵船舥。

消融实验： 表舵舮舲展示消融实验结果，以分别说明艁艕艃损失和群体因素对模

型性能的影响。通过将原模型中艁艕艃损失替换为逐样本加权均方损失得到基线

模型，可发现：舨舱舩原模型优于基线模型，即采用艁艕艃优化是有效的；舨舲舩基线模

型优于其他对比方法，即群体因素在仿真数据集上比其他对比方法有效。

收敛分析： 如图舵舮舵艡和舵舮舵艣所示，所提出的方法在目标函数和参数迭代序

列上均具有良好的收敛性，和理论结果相吻合。

谱嵌入可视化： 图舵舮舶包含前舵轮迭代中谱嵌入的演化过程。结果显示，前

w/o_AUC展示了使用平方损失函数作为艁艕艃替代损失函数时算法的表现；w/o_G展示了移除联合分组参数

时算法的表现。

4H轴代表测试集上的平均艁艕艃分数，G轴代表不同的算法：艔艆艃艌舨艃良艣舩表示艔艆艃艌算法在使用艃良艣艍艔艌中

对应的正则化算子替代所提出的联合分组参数后的表现；艔艆艃艌舨良艵色艳舩表示初始的艔艆艃艌算法的表现。
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第舵章 基于任务舭特征协同学习的多任务艁艕艃优化方法及应用

(a) iter 0 (b) iter 1 (c) iter 2

(d) iter 3 (e) iter 4 (f) iter 5

图 5.6谱嵌入的演化

Figure 5.6 Evolution of Spectral Embeddings

两轮迭代即可形成稳定清晰的聚类，验证了关于谱嵌入分组能力的理论分析。

联系图舵舮舵和图舵舮舶，可发现参数迭代曲线和嵌入空间演化间存在紧密的联系，即

在算法舶中谱嵌入与\在同一个子问题中优化，从而最小化损失函数。如图舵舮舵所

示，损失函数快速下降并于第舵轮迭代收敛，而在图舵舮舶中嵌入同样于舵轮迭代内

收敛至对应的簇。

结构恢复： 为验证所提出模型恢复参数]预期结构的能力，图舵舮舷比较了

相同仿真数据集上相关算法参数]与真实结构的差别。结果显示，所提出算法

能够恢复更清晰的参数结构。同时，所有的对比方法均可以大致恢复块对角轮

廓，但存在不同程度的非对角噪声。通过算术分析理解，线性模型的判别函数

为ŷ(^) = ^]，而真实参数通过线性函数^]★生成。若矩阵^不满秩，则每

当] = ]★ +] ′和] ′ ∈ Null(^)有^] = ^]★。] ′通常存在非对角元素，因此自

然产生如图舵舮舷所示的噪声。若不使用块对角正则化算子，即使全局最优解也难

以避免] ′。此外，由于] ′仅和可观测数据^相关，因此存在过拟合风险，尤其

是在非对角噪声与仿真数据集存在冲突的情况。通过消除非对角噪声，所提出

的方法取得了显著的性能提升。

舵舮舵舮舴舮舲 Shoes数据集

预处理： 将原始数据集提供的艇艉艓艔舨艋良艶艡艳艨艫艡 等般 舲舰舱舲舩和颜色直方图串联

以生成输入特征。接着，在执行训练前通过主成分分析法（艐色艩艮艣艩艰艡艬 艃良艭艰良艮艥艮艴
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面向复杂场景的艁艕艃优化理论、方法及应用

(a) CoCMTL (b) RAMUSA (c) rFTML

(d) LASSO (e) NC-CMTL (f) AMTL

(g) VSTGML (h) TFCL (Ours) (i) Ground Truth

图 5.7仿真数据集上的块对角结构恢复

Figure 5.7 Structural Recovery on Simulation Dataset

艁艮艡艬艹艳艩艳，艐艃艁）过滤冗余输入特征。同时，为消除仅提供单类标签的极端用户

产生的影响，手动移除为某些类给出少于舸份标注的用户。

性能对比： 艓艨良艥艳数据集上舱舵轮重复实验的平均结果如图舵舮舸左侧所示，其

中散点图代表由不同数据集划分取得的艁艕艃性能，而柱状图展示舱舵次重复实验

的平均艁艕艃性能。可以得到如下结论：舱）针对艓艨良艥艳数据集中所有属性，所提

出的方法显著优于所有对比方法；相较于次优方法，BR、CM、FA、FM、OP、

OR和PT的艁艕艃评分分别提高了舶舮舲舲、舱舮舸舸、舲舮舳舴、 舲舮舳舸、舳舮舶舶、 舳舮舲舷及舲舮舸舵。舲）

由于用户标注间存在显著的相关性，而低秩假设能够更有效地建模相关性，因

而基于低秩约束的模型均优于基于稀疏约束的模型（艌艁艓艓艏和色艍艔艆艌）。舳）由

于通过不对称学习显式建模并消除负迁移的影响，艁艍艔艌优于所有其他基于低

秩约束的模型。舴）所提出方法优于其他学习特征舭任务相关性的方法，证明
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第舵章 基于任务舭特征协同学习的多任务艁艕艃优化方法及应用

(a) Shoes BR (b) Shoes CM (c) Shoes FA

(d) Shoes FM (e) Shoes OP (f) Shoes OR

(g) Shoes PT (h) SUN CL (i) SUN MO

(j) SUN OA (k) SUN RU (l) SUN SO

图 5.8 AUC指标对比图

Figure 5.8 Overall AUC comparisons

了艔艆艃艌框架的合理性。舵）所提出方法在大多数属性上优于艁艍艔艌，一方面来

自对用户标注行为合理的建模，另一方面来自更强负迁移抑制机制。

消融实验： 以下展示所提出方法包含的两个模块，即群体因素正则化算

子和替代艁艕艃损失，对模型性能的影响。 舨艉舩 具体而言，图舵舮船艡舭图舵舮船艧分别展

示了自原始模型移除上述两个模块后的实验结果，其中Org为原始模型性能，

w/o_AUC为使用逐样本均方损失代替艁艕艃损失对应的性能，而w/o_G代表移除

所提出的协同分组因素对应的性能。根据实验结果，有以下结论：舱）原模型优
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面向复杂场景的艁艕艃优化理论、方法及应用

于上述两种对比方法，说明两个模块的综合效应优于单个模块。舲）大多数情况

下，移除分组因素导致更显著的性能衰减，说明相较于艁艕艃损失，群体效应对

性能影响更大。舨艉艉舩由于艃良艣艍艔艌同样设计了一种协同分组正则化算子，因此进

一步记录将所提出正则化算子替换为艃良艃艍艔艌中对应项的实验结果。如图舵舮船艡舭

图舵舮船艧所示，所提出的正则化算子优于艃良艃艍艔艌中的协同分组正则化算子。

细粒度对比： 图舵舮舱舱艡以属性brown为例，可视化所有方法用户测试艁艕艃评

分分布，从而实现细粒度对比。相较于对比方法，所提出的方法性能均值更高，

而方差更小。相反，传统方法存在明显的长尾问题，其原因可能来自两方面：

舱）传统方法对困难任务更敏感。舲）未能够有效地抑制负迁移。综上所述，所

提出的方法确实促进高效的协同学习，从而提高了困难任务上的性能。

舵舮舵舮舴舮舳 Sun数据集

预处理：数据预处理与艓艨良艥艳数据集的唯一区别在于使用艉艮艣艥艰艴艩良艮舭艖舳舨艓艺艥艧艥艤艹

等般 舲舰舱舶舩网络抽取舲舰舴舸维特征向量作为输入特征。艓艨良艥艳数据集中图片背景均为

纯白色，而艓艵艮数据集中图片背景则较为复杂，因此使用不同的特征提取器。

性能对比： 艓艵艮数据集上舱舵轮重复实验的平均结果如图舵舮舸所示，其中散

点图代表由不同数据集划分取得的艁艕艃性能，而柱状图展示舱舵次重复实验的

平均艁艕艃性能。同艓艨良艥艳数据集结果相似，有以下结论：舱）所提出的方法在所

有属性上均显著优于所有的对比方法，相较于次优模型在属性CL、MO、OA、

RU和SO上艁艕艃 性能分别提高了舱舮船舵、舲舮船舵、舰舮舴舴、舲舮舳舷和舱舮舲船。舲）其他结论

同艓艨良艥艳数据集上舲）舭舵）一致。

消融实验： 同艓艨良艥艳数据集相似，图舵舮船艨舭艆艩艧舮舵舮船艬和图舵舮舱舰艨舭艆艩艧舮舵舮舱舰艬展示

了艓艵艮数据集上对应的消融结果。根据实验结果，有以下结论：舱）原方法在除

了艓艏的所有属性上均优于对比方法。舲）相对于移除平方艁艕艃损失，移除群体

因素产生相对显著的性能衰减。舳）所提出的正则化算子优于艃良艃艍艔艌中的协同

分组正则化算子。

细粒度对比： 图舵舮舱舱艡以属性Open Area为例，可视化所有方法用户测

试艁艕艃评分分布。如图中所示，所提出方法取得更为紧凑的评分分布，再一次

说明所提出方法能够有效地抑制负迁移。
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第舵章 基于任务舭特征协同学习的多任务艁艕艃优化方法及应用

(a) Shoes BR (b) Shoes CM (c) Shoes FA

(d) Shoes FM (e) Shoes OP (f) Shoes OR

(g) Shoes PT (h) Sun CL (i) Sun MO

(j) Shoes OA (k) Sun RU (l) Sun SO

图 5.9消融实验结果(I)

Figure 5.9 Ablation Results (I)3
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面向复杂场景的艁艕艃优化理论、方法及应用

(a) Shoes BR (b) Shoes CM (c) Shoes FA

(d) Shoes FM (e) Shoes OP (f) Shoes OR

(g) Shoes PT (h) Sun CL (i) Sun MO

(j) Shoes OA (k) Sun RU (l) Sun SO

图 5.10消融实验的结果示意图(II)

Figure 5.10 Ablation Results (II)4
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第舵章 基于任务舭特征协同学习的多任务艁艕艃优化方法及应用

(a) Shoes Brown (b) SUN Open Area

图 5.11基于用户AUC分数分布的细粒度的比较

Figure 5.11 Fine-grained comparison based on User AUC Score Distributions
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面向复杂场景的艁艕艃优化理论、方法及应用

舵舮舶 小结

本章提出一种名为艔艆艃艌的多任务学习方法，通过协同分组正则化算子同时

在特征和任务层面抑制负迁移。同时，设计优化算法将原问题分解为两个迭代

求解的凸子问题，并为其中一子问题提供闭式解，从而实现算法全局收敛性的

理论证明。此外，由优化算法得到的解显示所提出方法与最优传输问题间存在

紧密的联系，为抑制特征和任务负迁移提供了新思路。本章进一步通过多层模

型分解机制将艔艆艃艌框架应用于个性化属性学习问题。为验证所提出方法的有效

性，在一个仿真数据集和两个真实数据集开展系统性实验。仿真数据集上结果

显示艔艆艃艌能够有效恢复正确的分组结构，而真实数据集上的结果则进一步验证

所提出方法对于个性化属性预测问题的有效性。
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第舶章 总结与展望

第第第6章章章 总总总结结结与与与展展展望望望

本文工作围绕半监督、多分类、多任务场景下的艁艕艃优化方法、理论及应

用展开了系列研究，主要工作总结如下：

提出一种基于艢良良艳艴艩艮艧的无先验半监督艁艕艃优化模型集成方法，以解决半监

督艁艕艃优化的泛化性能瓶颈。首先，针对艁艕艃设计高效的加速算法，将更新单

个弱分类器的时间复杂度由平方降至线性。对所得算法进行了系统研究：在算

法收敛速率方面，在一定假设下证明训练集误差随弱分类器个数增加以指数速

率快速收敛。在算法泛化性能方面，首次提出半监督艁艕艃优化的艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复

杂度，并提出一种广义最大值不等式，在此基础上首次给出了在模型集成意义

下的半监督艁艕艃优化泛化误差上界。

提出一种基于艍度量的多分类艁艕艃指标，以拓展艁艕艃指标在多分类任务中

的实用性。构建了多分类艁艕艃的替代经验风险最小化问题，并展开了系统的理

论分析。一致性方面，证明对于多分类艁艕艃指标，指数损失、艬良艧艩艴损失、平方损

失、艨艩艮艧艥损失等损失函数在特定假设下均具有一致性。泛化能力方面，首次系

统分析了深度全连接网络及深度卷积网络上多分类艁艕艃优化的艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复杂

度及覆盖数。最后，为艨艩艮艧艥损失、平方损失以及指数损失的损失及梯度计算设

计了高效的加速算法，大幅提升了多分类艁艕艃优化的可拓展性。

聚焦于个性化属性学习问题，进一步将艁艕艃优化应用于多任务学习中。从

多任务学习视角出发，将每个用户的属性学习问题视为不同的任务，并将各用

户模型参数分解为主流用户共识、用户群体聚类和个性化三级要素，以达到对

用户共性和个性的同时建模。基于此，引入对艁艕艃的直接优化构造得到目标函

数，提出一种近端梯度下降优化方法进行求解，并针对艁艕艃设计了一种加速计

算方法，大幅提升计算效率。最后，系统分析了所提方法的收敛性和泛化能力，

理论和实验结果均证明所提出方法的优越性。

在多任务艁艕艃优化基础上，提出一种基于任务舭特征协同的多任务学习框

架，以抑制多任务学习中的负迁移问题。首先研究异构二分图的谱图论性质，

提出一种块对角谱正则约束，通过促进任务舭特征协同分组来保证组内知识共

享，并阻断组间的知识迁移，实现负迁移抑制。针对所提非凸非光滑目标函数，
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面向复杂场景的艁艕艃优化理论、方法及应用

提出一种类近端梯度优化方法交替求解模型参数。同时，对该框架展开了系统

的理论分析，证明所提出算法可保障所求非凸问题全局收敛性质并有效恢复其

块对角结构。在收敛性质方面，首次证明该类优化问题（截断特征根求和最小

化）的参数序列全局收敛性质。而在结构恢复方面，首次给出在非渐近意义下

无假阳性结构恢复与准确结构恢复所需的超参数确定性选取条件及基本假设。

最后，在个性化属性学习任务上验证了所提出框架的有效性。

未来工作展望

本文虽然围绕复杂场景下的艁艕艃优化问题进行了一定程度的研究并取得了

一定成果，但研究过程中仍存在部分问题有待进一步解决，下面尝试给出一些

未来研究中值得关注的开放性问题：

舨艁舩 多分类艁艕艃优化方面，本文所提出的加速算法可有效减小单次迭代的

复杂度，并在实验中取得了较为显著的加速结果。然而，本文工作并未涉及如

何通过改进优化算法来减少模型达到固定精度所需的迭代次数。因此未来工作

中，还需进一步针对多分类艁艕艃优化问题本身设计收敛率更高的优化算法。

舨艂舩 多任务艁艕艃优化方面，本文所提出的基于负迁移机制的模型，特征选

择方法可进一步应用于基于神经网络的深度学习框架中，辅助神经网络进行结

构选择。如何在复杂的神经网络中形式化特征、模块、输出之间的关联矩阵，

如何构建可拓展的优化算法无疑都是极具挑战及意义的研究方向。另一方面，

在多分类问题中，类与类之间同样可能存在复杂的迁移关系，如何让负迁移抑

制服务于多分类艁艕艃优化问题也是十分有意义的未来研究方向。

舨艃舩 除本文涉及的半监督、多分类、多任务的复杂场景外，艁艕艃指标本身也

存在一定的局限性。例如，引言中已提及，艁艕艃指标刻画了所有()%', �%')取

值下模型的平均性能，而有效的模型性能一般多集中于高)%'及低�%'，因此

如何优化艒艏艃的局部面积也是一个关键的挑战。在现有的相关工作主要采用割

平面方法求解优化问题，难以适用端到端的训练模型，如何构建高效的艒艏艃局

部面积优化方法也是未来需要解决的一个关键问题。

舨艄舩 在应用层面，可将艁艕艃优化算法进一步拓展至其他更为复杂的应用场

景中。例如，在知识图谱的复杂数据结构上应用艁艕艃优化方法完成长尾链路预

测等关键任务；在无监督舯自监督场景下通过艁艕艃优化方法进行长尾预测等。
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附录 艁 第舲章的算法及证明补充

附附附录录录 A 第第第2章章章的的的算算算法法法及及及证证证明明明补补补充充充

艁舮舱 弱分类器的学习

给定已排序的输入特征集合^ = {^1, · · · , ^3}（^8为所有训练样本第艩为特

征构成的集合），及已排序的阈值候选集Z = {Z1, · · · ,Z3}（Z8第艩维特征候选阈

值构成的集合），通过如下搜素方式完成最佳参数的选择。

算法 8基于决策树桩的弱分类器
Require: 模型输入特征 ^ = {^1, · · · , ^3}，其中^8为所有训练样本第艩维特征数值的集合，令- 89表示第 9个

样本的第8维特征数值。进入算法前，预先对每个^8元素进行降序排序，使得：- 81 ≥ - 82 · · · ≥ - 8#。

输入: 阈值备选集Z = {Z1, · · · ,Z3}。其中Z8为第艩维特的阈值备选集集合，令) 89表示第8个特征的第 9个阈

值备选值，同样预先将其排序并使) 81 ≥ ) 82 · · · ≥ ) 8#。

输出: 最佳特征维度 8★般最佳阈值 \★
8★

般 ΔC

'�0 ← −∞

for 8 ← 1 : 3 do

;0BC ← −1

! ← 0

for 9 ← 1 : |)8 | do

> 5 5 B4C ← ;0BC + 1

for : ← (;0BC + 1) : # do

C ← ) 89

if - 8
:
> C then

!+ = 6C8
;0BC ← :

else

艢色艥艡艫

end if

end for

'�1 ←  !

(
1 + d

2
| | 1 + !

2

)
if '�1 > '�0 then

ΔC ← !

8★← 8

\★
8★
← C

'�0 ← '�1

end if

end for

end for

舱舱船
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艁舮舲 引理 2.1证明

证明. 展开算法舱中Step 4的迭代规则，有

�) +1(x8, x̃ 9) =
�0(x8, x̃ 9) exp

(
5 (x̃ 9) − 5 (x8)

)∏)
C=1 /̃

C
, 舨艁舮舱舩

�) +1(x (D)
9
, x (=)

:
) =

�0(x (D)
9
, x (=)

:
) exp

(
5 (x (D)

9
) − 5 (x (=)

:
)
)

∏)
C=1 /̃

C
, 舨艁舮舲舩

�) +1(x (?)
8
, x (=)

:
) =

�0(x (?)
8
, x (=)

:
) exp

(
5 (x (?)

8
) − 5 (x (=)

:
)
)

∏)
C=1 /̃

C
, 舨艁舮舳舩

将式 舨艁舮舱舩，式 舨艁舮舲舩和式 舨艁舮舳舩代入式 舨舲舮舲舱舩得：

'$%4 =

)∏
C=1

exp(−d · UC) · /̃ C
( =?∑
8=1

=D∑
9=1

�) +1(x8, x̃ 9)

+
=D∑
9=1

==∑
:=1

�) +1(x (D)
9
, x (=)

:
) +

=?∑
8=1

==∑
:=1

�) +1(x (?)
8
, x (=)

:
)
)

舨艁舮舴舩

由式 舨舲舮舱舷舩舭式 舨舲舮舱船舩，式 舨舲舮舲舴舩舭式 舨舲舮舳舰舩，式 舨舲舮舳舱舩舭式 舨舲舮舳舶舩，易得样例对权

重�) +1在算法中已被归一化，即：

=?∑
8=1

=D∑
9=1

�) +1(x8, x̃ 9) +
=D∑
9=1

==∑
:=1

�) +1(x (D)
9
, x (=)

:
) +

=?∑
8=1

==∑
:=1

�) +1(x (?)
8
, x (=)

:
) = 1

由式 舨艁舮舴舩，式 舨艁舮舲舩此引理得证。 �

艁舮舳 引理 2.2证明

证明. 首先对式 舨舲舮舳舸舩中的� (UC)进行化简，有：

exp
(
dUC

)
· �

(
UC

)
=

1 + ΔC
2

exp
(
(d − 1) · UC

)
+ 1 − ΔC

2
exp

(
(d + 1) · UC

)
舨艁舮舵舩

将式 舨舲舮舴舳舩代入式 舨艁舮舵舩，将exp (dUC) · � (UC)重写为：

1 − ΔC
2

exp
[
d + 1

2
log

(
(1 + ΔC) · (1 − d)
(1 − ΔC) · (1 + d)

)]
︸                                                    ︷︷                                                    ︸

(� )

+ 1 + ΔC
2

exp
[
d − 1

2
log

(
(1 + ΔC) · (1 − d)
(1 − ΔC) · (1 + d)

)]
︸                                                    ︷︷                                                    ︸

(� � )

舨艁舮舶舩

舱舲舰



附录 艁 第舲章的算法及证明补充

对于(�)，有：

(�) = 1
2

exp
[
−  !

(
1 + d

2
| |1 + Δ

C

2

)
+ log

(
1 − d
1 − ΔC

)
+ log(1 − ΔC)

]
=

1 − d
2
· exp

[
− !

(
1 + d

2
| |1 + Δ

C

2

)] 舨艁舮舷舩

对于(� �)，有：

(� �) =1
2

exp
[
−  !

(
1 + d

2
| |1 + Δ

C

2

)
+ log

(
1 + d
1 + ΔC

)
+ log(1 + ΔC)

]
=

1 + d
2
· exp

[
− !

(
1 + d

2
| |1 + Δ

C

2

)] 舨艁舮舸舩

联立式 舨艁舮舶舩、式 舨艁舮舷舩及式 舨艁舮舸舩，有：

exp
(
dUC

)
�

(
UC

)
=

(
1 + d

2
+ 1 − d

2

)
· exp

[
− !

(
1 + d

2
| |1 + Δ

C

2

)]
= exp

[
− !

(
1 + d

2
| |1 + Δ

C

2

)]
由此引理得证。 �

艁舮舴 定理2的证明

艁舮舴舮舱 预备引理

定义 艁舮舱 舨有限差分性质舨艂良艵艮艤艥艤 艄艩舛艥色艥艮艣艥 艐色良艰艥色艴艹舩舩. 给定一组独立随机变量

-1, · · · , -=，及其定义域X，对于函数 5 (-1, -2, · · · , -=)若存在非负常量 21, 22, · · · , 2=

使得：

sup
G1,G2, · · · ,G= ,G′8

�� 5 (G1, · · · , G=) − 5 (G1, · · · , G8−1, G
′
8 , · · · , G=)

�� ≤ 28,
∀1 ≤ 8 ≤ =

舨艁舮船舩

则称函数 5满足有限差分性质。

对于作用于随机变量上且满足该性质的函数，有以下不等式：

引理艁舮舱 舨有限差分不等式（艂良艵艮艤艥艤 艄艩舛艥色艥艮艣艥 艉艮艥艱艵艡艬艩艴艹舩. 舨见文献舨艂良艵艣艨艥色良艮等般

舲舰舱舳般 命题舶舮舱及定理舶舮舲舩舩 设-1, · · · , -=，且-8 ∈ X 为一组独立随机变量，令/ =

5 (-1, · · · , -=)，若 5满足有限差分性质，且对应常数为21, 22, · · · , 2=，则有：

logE [exp (_(/ − E[/]))] ≤ _
2E

2
, 舨艁舮舱舰舩

对于任意_ > 0成立，其中：

E =
1
4

=∑
8=1

22
8 舨艁舮舱舱舩

舱舲舱



面向复杂场景的艁艕艃优化理论、方法及应用

引理 艁舮舲 舨最大值不等式（艍艡艸艩艭艡艬 艉艮艥艱艵艡艬艩艴艹）舩. 舨见文献舨艂良艵艣艨艥色良艮 等般 舲舰舱舳般

舲舮舵节舩舩 令 /1, · · · , /= 为一组实数值随机变量且存在 E > 0使任意8 = 1, 2, · · · , =，

有log
(
E

[
exp (_/8)

] )
≤ _2E

2 般则有舺

E

[
max

8=1,2, · · · ,=
/8

]
≤

√
2E log =.

引理 艁舮舳 舨艍艣艤艩艡色艭艩艤 不等式舩. （见文献舨艍艣艄艩艡色艭艩艤般 舱船船舸舩）令 -1, · · · , -< 为一

组取值于集成X内的独立随机变量，令 5 : X → R为满足舺

sup
x,x′
| 5 (G1, · · · , G8, · · · , G<) − 5 (G1, · · · , G ′8 · · · , G,) | ≤ 28,

其中 x ≠ x ′，的函数，则对于任意n > 0有：

P[E( 5 ) − 5 ≥ n] ≤ exp
(
−2n2∑<
8=1 2

2
8

)
.

P[ 5 − E( 5 ) ≥ n] ≤ exp
(
−2n2∑<
8=1 2

2
8

)
.

引理艁舮舴 舨艔艡艬艡艧色艡艮艤压缩引理舩. 令ℓ1, · · · , ℓ;为一组q舭艌艩艰艳艨艩艰艴艺连续函数，f1, · · · , f<

为相互独立的一组艒艡艤艥艭艡艣艨艥色随机变量，则：

1
<
E
f

[
sup
5 ∈H

<∑
8=1

f8 · (ℓ8 ◦ 5 ) (G)
]
≤ q

<
E
f

[
sup
5 ∈H

<∑
8=1

f8 · 5 (G)
]

引理 艁舮舵. 见文献舨艍良艨色艩等般 舲舰舱舸般引理舷舮舴舩给定H为由函数 5 : X → R构成的函数

集，记 2> (H)为舺

2> (H) =
{
5 :

)∑
8=1

UCℎC ,

)∑
8=1

UC = 1, UC ≥ 0, ℎC ∈ H
}

1
<
E
f

[
sup

5 ∈2> (H)

<∑
8=1

f8 · 5 (G)
]
=

1
<
E
f

[
sup
5 ∈H

<∑
8=1

f8 · 5 (G)
]

艁舮舴舮舲 本文提出的引理

引理 艁舮舶 舨广义最大值不等式舩. 给定实数值随机变量{" (:)
8
}1≤8≤# , 1≤:≤ ，若满足

以下条件：

舱舮 对于任意:1 ≠ :2， "
(:1)
81
与 "

(:2)
82
，相互独立。

舲舮 ∀8, : ,E[" (:)
8
] = 0，且 log

(
E

[
exp

(
_"

(:)
8

) ] )
≤ _

2E:

2

舱舲舲



附录 艁 第舲章的算法及证明补充

有：

E

(
 ∑
:=1

max
8
" :
8

)
≤ (2 log # ·

∑
:

E:)1/2

证明. 见附录艁舮舴舮舴。 �

引理艁舮舷 舨艐艎艕舭艁艕艃的对称化技术舩. 将数据集S及S ′的类标集固定为_ ,_ ′般则对任

意假设集H及损失函数ℓ，以下结论成立：

E
S ,S′

[
sup
5 ∈H

(
'̂S′ ( 5 ) − '̂S ( 5 )

) ]
≤ 4ℜ%#* (ℓ ◦H),

证明. 见附录艁舮舴舮舶。 �

引理 艁舮舸.

ℜ̂%#* (ℓd ◦ 2> (H�()) ≤ 2 ·
(
2(log 3 + log ) · dW (_)

)1/2

其中

dW (_) =
(

1
=?
+ 1
=D
+ 1
==

)
证明. 见附录艁舮舴舮舶。 �

艁舮舴舮舳 定理2证明

证明. 艤艳艡艤艤艳艡

步骤1：固定所有训练样本类别_，由引理 艁舮舳中的第二式构造

sup
5 ∈2>(H�()

[
E
S′
'̂S′ ( 5 ) − '̂S ( 5 )

]
的大概率上界，且在上界中引入艐艎艕舭艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复杂度。

由引理艁舮舷般有舺

E
S ,S′

[
sup

5 ∈2>(H�()

(
'̂S ( 5 ) − '̂S′ ( 5 )

) ]
≤ 4ℜMAUC↓ (ℓ ◦H). 舨艁舮舱舲舩

给定训练样本 S，定义 S> = (S \ {(x>, H>)}) ∪ {(x ′>, H>)}舮 考察

sup
5 ∈2>(H�()

[
E
S′
'̂S′ ( 5 ) − '̂S ( 5 )

]

舱舲舳



面向复杂场景的艁艕艃优化理论、方法及应用

相对于训练样本的有限差分性质系数。若当前 H> = 1，有舺

2> = sup
x (?)> ,x̃ (?)>

���� sup
5 ∈2>(H�()

(E
S
'̂S ( 5 ) − '̂S ( 5 )) − sup

5 ∈2> (H�()
(ES8 '̂S8 ( 5 ) − '̂S8 ( 5 ))

����
≤ sup
x (?)> ,x̃ (?)>

sup
5 ∈2>(H�()

����'̂S ( 5 ) − '̂S8 ( 5 )
����

= sup
x (?)> ,x̃ (?)>

sup
5 ∈2>(H�()

[
W

=?==

==∑
:=1

|ℓd ( 5 , x (?)> , x (=)
:
) − ℓd ( 5 (8) , x̃ (?)> , x (=)

:
) |

+ 1 − W
2=?=D

=D∑
9=1

|ℓd ( 5 , x (?)> , x (D)
9
) − ℓd ( 5 , x̃ (?)> , x (D)

9
) |
]

(1)
≤ (W + 1 − W

2
) 1
d · =?

≤ 1
d · =?

同理，当H> = −1有2> ≤
1

d · ==
；当H> = 0有2> ≤

1
d · =D

。此时令

E =
1
d

#∑
>=1

22
> =

1
d
·max

{
W2,
(1 − W)2

4

} (
1
=?
+ 1
=D
+ 1
==

)
≤ 1
d
·
(

1
=?
+ 1
=D
+ 1
==

)
对sup 5 ∈2> (H�()

[
ES′ '̂S′ ( 5 ) − '̂S ( 5 )

]
运用引理 艁舮舳第二式，可知，下式至少以1 −

X

2
概率成立：

sup
5 ∈2> (H�()

[
E
S′
'̂S′ ( 5 ) − '̂S ( 5 )

]
≤ E

S
sup

5 ∈2> (H�()

[
E
S′
'̂S′ ( 5 ) − '̂S ( 5 )

]
+ 1
d

(
log(2

X
) · ( 1

2=?
+ 1

2=D
+ 1

2==
)
)1/2

舨艁舮舱舳舩

为引入艐艎艕舭艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复杂度，构造

E
S

[
sup

5 ∈2>(H�()

(
E
S′
'̂S′ ( 5 ) − '̂S ( 5 )

)]
的上界，根据艊艥艮艳艥艮不等式舺

E
S

[
sup

5 ∈2> (H�()

(
E
S′
'̂S′ ( 5 ) − '̂S ( 5 )

)]
=E

S
sup

5 ∈2> (H�()
E
S′

[
'̂S′ ( 5 ) − '̂S ( 5 )

]
≤ E

S ,S′

[
sup

5 ∈2> (H�()

(
'̂S′ ( 5 ) − '̂S ( 5 )

) ]
舱舲舴



附录 艁 第舲章的算法及证明补充

因此有对于任意 5 ∈ 2> (H�()，下式至少以概率1 − X
2

E
S
'̂S ( 5 ) ≤'̂S ( 5 ) + 4ℜMAUC↓ (ℓ ◦H)Γ

+ 1
d

(
log(2

X
) · ( 1

2=?
+ 1

2=D
+ 1

2==
)
)1/2 舨艁舮舱舴舩

至此步骤舱证毕。

步骤2：固定样例类别，对ℜMAUC↓ (ℓ ◦H)运用引理 艁舮舳第一式，在大概率上界中

由ℜ̂MAUC↓,S (ℓ ◦H)替换ℜMAUC↓ (ℓ ◦H)，并由引理 艁舮舸将ℜ̂MAUC↓,S (ℓ ◦H)化简。

通过再次考察ℜ̂MAUC↓,S (ℓ ◦ H)相对于训练样本的有限差分性质，可得下式至少

以1 − X
2
概率成立：

ℜMAUC↓ (ℓ ◦H) ≤ℜ̂MAUC↓,S (ℓ ◦H)

+ 1
d

(
log(2

X
) · ( 1

2=?
+ 1

2=D
+ 1

2==
)
)1/2 舨艁舮舱舵舩

联立式 舨艁舮舱舴舩舩及式 舨艁舮舱舵舩舩以及概率的次可加性，下式以 1 − X概率成立：

E
S
'̂S ( 5 ) ≤'̂S ( 5 ) + 4ℜ̂MAUC↓,S (ℓ ◦H)

+ 1
d

(
log(2

X
) · ( 1

2=?
+ 1

2=D
+ 1

2==
)
)1/2 舨艁舮舱舶舩

代入引理 艁舮舴舮舶，有：

E
S
'̂S ( 5 ) ≤'̂S ( 5 ) +

8
√

2
d
((log 3 + log ) · j(_))1/2

+ 1
d

(
log(2

X
) · j(_)

)1/2

至此步骤舲证毕

步骤3：解除对_的固定。

推导过程同工作舨艁艧艡色艷艡艬等般 舲舰舰舵舩中定理 舸，可证明式 舨艁舮舱舶舩相对于整个S 仍可

以至少1 − X的概率成立。

步骤4：完成主结论证明。

由式 舨舲舮舶船舩 及简单推导化简可推知：'̂S ( 5 ) ≤ Ad以及ES
[
'̂%#*0−1,(

]
≤ ES

[
'̂S ( 5 )

]
，

此时有，下式以至少1 − X概率成立：

'%#*0−1 ( 5 ) ≤Ad +
8
√

2
d
((log 3 + log ) · j(_))1/2

+ 1
d

(
log(2

X
) · j(_)

)1/2 舨艁舮舱舷舩

舱舲舵



面向复杂场景的艁艕艃优化理论、方法及应用

综合式 舨舲舮舳舩及式 舨舲舮舴舩，此时有：

'%#*0−1 ( 5 ) = W · '%#0−1 +
1 − W

2
('%*0−1 + '*#0−1 )

= W · '%#0−1 +
1 − W

2
('%#0−1 +

1
2
)

≥ 1 + W
2

'%#0−1

舨艁舮舱舸舩

综合式 舨艁舮舱舷舩及式 舨艁舮舱舸舩，定理得证。 �

艁舮舴舮舴 引理 A.6证明

证明.

exp

(
E

(
_

 ∑
:=1

max
8
" :
8

))
(1)
≤ E

(
 ∏
:=1

exp
(
_max

8
" :
8

))
(2)
=

 ∏
:=1

E
(
exp

(
_max

8
" :
8

))
(3)
=

 ∏
:=1

E
(
max
8

exp
(
_" :

8

) )
≤

 ∏
:=1

E

(
#∑
8=1

exp
(
_" :

8

))
(4)
≤ # exp(_

2 ∑ 
:=1 E:

2
)

其中(1)有艊艥艮艳艥艮不等式获得、(2)由本引理假设条件舱获得、 (3)由指数函数exp(G)

的严格单增性获得、(4)由本引理假设条件舲获得。由上式进一步获得：

E

(
 ∑
:=1

max
8
" :
8

)
≤

log(# exp( _
2 ∑ 

:=1 E:
2 ))

_

对上式求最大值，引理得证。 �

舱舲舶
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艁舮舴舮舵 引理 A.7证明

证明. 此处记 ℓ( 5 , x1, x2) = ℓ( 5 (x1) − 5 (x2))定义

& ?,=,8,:
f =

f
(?)
8
+ f (=)

:

2
ℓ( 5 , x̃ (p)i , x̃ (n)k ) +

f
(?)
8
− f (=)

:

2
ℓ( 5 , x̃ (p)i , x (n)k )

−
f
(?)
8
− f (=)

:

2
ℓ( 5 , x (p)i , x̃ (n)k ) −

f
(?)
8
+ f (=)

:

2
ℓ( 5 , x (p)i , x (n)k ),

& ?,D,8, 9
f =

f
(?)
8
+ f (D)

9

2
ℓ( 5 , x̃ (p)i , x̃ (u)j ) +

f
(?)
8
− f (D)

9

2
ℓ( 5 , x̃ (p)i , x (u)j )

−
f
(?)
8
− f (=)

:

2
ℓ( 5 , x (p)i , x̃ (u)j ) −

f
(?)
8
+ f (D)

9

2
ℓ( 5 , x (p)i , x (u)j ),

&D,=, 9,:f =
f
(D)
9
+ f (=)

:

2
ℓ( 5 , x̃ (u)j , x̃ (n)k ) +

f
(?)
8
− f (D)

9

2
ℓ( 5 , x̃ (u)j , x (n)k )

−
f
(D)
9
− f (=)

:

2
ℓ( 5 , x (u)j , x̃ (n)k ) −

f
(D)
9
+ f (=)

:

2
ℓ( 5 , x (u)j , x (n)k ),

舨艁舮舱船舩

首先证明：

E
S ,S′

[
sup
5 ∈H�(

(
'̂%#*S′ ( 5 ) − '̂%#*S ( 5 )

) ]
= E

S ,S′
E
f

[
sup
5 ∈H

=?∑
8=1

==∑
:=1

W

=?==
· & ?,=,8,:

f +

=?∑
8=1

=D∑
9=1

1 − W
2=?=D

· & ?,D,8, 9
f +

=D∑
9=1

==∑
:=1

1 − W
2=D==

· &D,=, 9,:f

]
.

舨艁舮舲舰舩

给定样本集

S = {x (?)
8
}=?
8=1 ∪ {x

(D)
9
}=D
9=1 ∪ {x

(=)
:
}==
:=1

S ′ = {x̃ (?)
8
}=?
8=1 ∪ {x̃

(D)
9
}=D
9=1 ∪ {x̃

(=)
:
}==
:=1

考虑S,S ′中的样例由独立采样获得，因此交换数据集中的相同类标的样例不影

响数据分布。考虑该数据交换过程，记交换数据集 S 及 S ′任意一个或多个对应

位置的样例，也即交换任意一个或多个x (?)
8
与x̃ (?)

8
， x (D)

9
与 x̃ (D)

9
，或 x (=)

:
与x̃ (=)

:
所

得的两个新数据集分别为(̃及(̃′，易得如下等式关系：

E
S ,S′

[
sup
5 ∈H

(
'̂%#*S′ ( 5 ) − '̂%#*S ( 5 )

) ]
= E

S ,S′

[
sup
5 ∈H

(
'̂%#*
S̃′
( 5 ) − '̂%#*

S̃
( 5 )

)] 舨艁舮舲舱舩

受上式启发，为证明式 舨艁舮舲舰舩，首先证明对于任意独立同分布 艒艡艤艥艭艡艣艨艥色随机

变量序列 f = {f (?)
8
}8 ∪ {f (D)9 } 9 ∪ {f

(=)
:
}: 以及任意S，S ′，存在交换后产生的数

舱舲舷
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据集(̃f 及 (̃′f 使得：

sup
5 ∈H

[ =?∑
8=1

==∑
:=1

W

=?==
· & ?,=,8,:

f +
=?∑
8=1

=D∑
9=1

1 − W
2=?=D

· & ?,D,8, 9
f

+
=D∑
9=1

==∑
:=1

1 − W
2=D==

· &D,=, 9,:f

]
= sup
5 ∈H

[
'̂S̃f′ ( 5 ) − '̂S̃f ( 5 ).

]
舨艁舮舲舲舩

下面通过数学归纳法证明式 舨艁舮舲舲舩

步骤1：考虑平凡情况：=? = 1, =D = 1, == = 1 S =

{
x (?)1 , x (=)1 , x (D)1

}
S ′ ={

x̃ (?)1 , x̃ (D)1 , x̃ (=)1

}
般 f = (f (?)1 , f

(D)
1 , f

(=)
1 )。下面通过分类讨论证明式 舨艁舮舲舲舩成立：

情况1-1 f
(?)
1 = 1, f (D)1 = 1, f (=)1 = 1，舺

& ?,=,1,1
f = ℓ( 5 , x̃ (?)1 , x̃ (=)1 ) − ℓ( 5 , x

(?)
1 , x (=)1 ),

& ?,D,1,1
f = ℓ( 5 , x̃ (?)1 , x̃ (D)1 ) − ℓ( 5 , x

(?)
1 , x (D)1 ),

&D,=,1,1f = ℓ( 5 , x̃ (D)1 , x̃ (=)1 ) − ℓ( 5 , x
(D)
1 , x (=)1 ),

舨艁舮舲舳舩

比较艒艡艤艥艭艡艣艨艥色的基本定义，若令 S̃f = S，S̃ ′f = S ′，则式 舨艁舮舲舲舩成立

情况1-2 f
(?)
1 = −1, f (D)1 = −1, f (=)1 = −1。通过与情况舱类似的推导方法，

可知，若令 S̃f = S ′，S̃ ′f = S，则式 舨艁舮舲舲舩成立。

情况1-3 f
(?)
1 = 1, f (D)1 = 1, f (=)1 = −1，此时有：

& ?,=,1,1
f = ℓ( 5 , x̃ (?)1 , x (=)1 ) − ℓ( 5 , x

(?)
1 , x̃ (=)1 ),

& ?,D,1,1
f = ℓ( 5 , x̃ (?)1 , x̃ (D)1 ) − ℓ( 5 , x

(?)
1 , x (D)1 ),

&D,=,1,1f = ℓ( 5 , x̃ (D)1 , x (=)1 ) − ℓ( 5 , x
(D)
1 , x̃ (=)1 ),

舨艁舮舲舴舩

令S,S ′交换 x (=)1 与x̃
(=)
1 ，分别得到S̃f, S̃ ′f，则此时式 舨艁舮舲舲舩成立。

其他情况 其余舵种情况与情况舳类似，可证明S,S ′交换f8 = −1位置对应的

样例则可得到S̃f, S̃ ′f，细节此处从略。

综上讨论，基条件得证，下面证明递推关系成立。

步骤2：考察递推关系，给定1 < =1 < =?, 1 < =2 < =D, 1 < =3 < ==、样本

S0 = {x (?)
8
}=1
8=1 ∪ {x

(D)
9
}=2
9=1 ∪ {x

(=)
:
}=3
:=1

S0′ = {x̃ (?)
8
}=1
8=1 ∪ {x̃

(D)
9
}=2
9=1 ∪ {x̃

(=)
:
}=3
:=1

舱舲舸
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以及艒艡艤艥艭艡艣艨艥色随机变量序列： f0 = {f (?)
8
}=1
8=1 ∪ {f

(D)
9
}=2
9=1 ∪ {f

(=)
:
}=3
:=1，假设存

在S̃0
f0 , S̃0′

f0 使式 舨艁舮舲舲舩对S0,S0′, f0成立。下面证明，任给新样本x (?)
1
, x̃ (?)

1
, f
(?)
1
，

或x (D)
1
, x̃ (D)

1
, f
(D)
1
或x (=)

1
, x̃ (=)

1
, f
(=)
1
，式 舨艁舮舲舲舩仍然成立。

显然仅& ?,=,1,:
f , : = 1, 2, · · · , ==般 & ?,D,1, 9

f , 9 = 1, 2, · · · , =D 计算与新样本有关。

首先考虑任意给定的& ?,=,1,:
f 。先考虑f (?)

1
= 1情况：

情况2-1 f
(=)
:
= 1，此时有：

& ?,=,1,:
f = ℓ( 5 , x̃ (?)

1
, x̃ (=)

:
) − ℓ( 5 , x (?)

1
, x (=)

:
).

情况2-2 f
(=)
:
= −1般有舺

& ?,=,1,:
f = ℓ( 5 (8) , x̃ (?)

1
, x (=)

:
) − ℓ( 5 , x (?)

1
, x̃ (=)

:
).

同理，可以证明若f (?)
1

= −1，则有：

情况3-1 f
(=)
:
= 1，此时有：

& ?,=,1,:
f = ℓ( 5 , x (?)

1
, x̃ (=)

:
) − ℓ( 5 , x̃ (?)

1
, x (=)

:
).

情况3-2 f
(=)
:
= −1，有舺

& ?,=,1,:
f = ℓ( 5 (8) , x (?)

1
, x (=)

:
) − ℓ( 5 , x̃ (?)

1
, x̃ (=)

:
).

对于& ?,D,1, 9
f ，若f (?)

1
= 1，有：

情况4-1 f
(D)
9
= 1，此时有： f

( 9)
< = 1，有：

& ?,=,1,:
f = ℓ( 5 , x̃ (?)

1
, x̃ (D)

9
) − ℓ( 5 , x (?)

1
, x (D)

9
).

情况4-2 f
(D)
9
= −1，有舺

& ?,=,1,:
f = ℓ( 5 (8) , x̃ (?)

1
, x (D)

9
) − ℓ( 5 , x (?)

1
, x̃ (D)

9
).

若f (?)
1

= −1，有：

情况5-1 f
(D)
9
= 1，此时有：

& ?,=,1,:
f = ℓ( 5 , x (?)

1
, x̃ (D)

9
) − ℓ( 5 , x̃ (?)

1
, x (D)

9
).

情况5-2 f
(D)
9
= −1，有舺

& ?,=,1,:
f = ℓ( 5 (8) , x (?)

1
, x (D)

9
) − ℓ( 5 , x̃ (?)

1
, x̃ (D)

9
).

舱舲船



面向复杂场景的艁艕艃优化理论、方法及应用

综上讨论，若f (?)
1

= 1，令

S̃f = S̃0
f0 ∪ {x̃ (?)1 }, S̃

′
f = S̃0′

f0 ∪ {x (?)1 },

若f (?)
1

= −1，令：

S̃f = S̃0
f0 ∪ {x (?)1 }, S̃

′
f = S̃0′

f0 ∪ {x̃ (?)1 },

可保证式 舨艁舮舲舲舩仍然成立。

对于新样本为x (D)
1
, x̃ (D)

1
, f
(D)
1
或x (=)

1
, x̃ (=)

1
, f
(=)
1
的情况，仅需将上述S̃f S̃ ′f构造方

式中的f (?)
1
替换为f (D)

1
或f (=)

1
，将x̃ (?)

1
, x (?)

1
替换为x̃ (D)

1
, x (D)

1
或x̃ (=)

1
, x (=)

1
即可保证式

舨艁舮舲舲舩成立，由于证明过程与上述内容类似，此处从略。

综上讨论，式 舨艁舮舲舲舩得证。基于式 舨艁舮舲舲舩，可进一步得出：

E
S ,S′
E
f

[ =?∑
8=1

==∑
:=1

W

=?==
· & ?,=,8,:

f +
=?∑
8=1

=D∑
9=1

1 − W
2=?=D

· & ?,D,8, 9
f

+
=D∑
9=1

==∑
:=1

1 − W
2=D==

· &D,=, 9,:f

]
= E
f
E

S ,S′

[
sup
5 ∈H

(
'̂S̃f′ ( 5 ) − '̂S̃f ( 5 )

) ]
=

1
2#
·
∑
f

E
S ,S′

[
sup
5 ∈H

(
'̂S̃f′ ( 5 ) − '̂S̃f ( 5 )

) ]
=

1
2#
·
∑
f

E
S ,S′

[
sup
5 ∈H

(
'̂%#*S′ ( 5 ) − '̂%#*S ( 5 )

) ]
=

2#

2#
· E
S ,S′

[
sup
5 ∈H

(
'̂%#*S′ ( 5 ) − '̂%#*S ( 5 )

) ]
= E

S ,S′

[
sup
5 ∈H

(
'̂%#*S′ ( 5 ) − '̂%#*S ( 5 )

) ]
.

舨艁舮舲舵舩

由于艒艡艤艥艭艡艣艨艥色随机变量的符号不影响其期望及样例水平的独性，有

E
S ,S′

[
sup
5 ∈H

(
'̂%#*S′ ( 5 ) − '̂%#*S ( 5 )

) ]
≤ 4ℜ%#* (ℓ ◦H),

由此引理得证。 �

舱舳舰
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艁舮舴舮舶 引理 A.8证明

证明. 有ℜ̂%#* (ℓd ◦ 2> (H�())定义，有：

ℜ̂%#* (ℓ ◦ 2> (H�()) ≤ E
f

[
sup

5 ∈2>(H�()

=?∑
8=1

==∑
:=1

&8,:

]
︸                         ︷︷                         ︸

(� )

+ E
f

[
sup

5 ∈2> (H�()

=?∑
8=1

=D∑
9=1

&8, 9

]
︸                           ︷︷                           ︸

(� � )

+E
f

[
sup

5 ∈2> (H�()

=D∑
9=1

==∑
:=1

& 9 ,:

]
︸                            ︷︷                            ︸

(� � � )

由引理艁舮舴、引理艁舮舵、ℓd函数的 1
d
−艌艩艰艳艣艨艩艰艴艺连续性及上确界的次可加性，有以

下结论：

(�) ≤ W

2=?==d
E
f

[
sup
5 ∈H�(

=?∑
8=1

==∑
:=1

f
(?)
8

2

(
5 (x (?)

8
) − 5 (x (=)

:
)
)]

+ W

=?==d
E
f

[
sup
5 ∈H�(

=?∑
8=1

==∑
:=1

f
(=)
:

2

(
5 (x (?)

8
) − 5 (x (=)

:
)
)]

(� �) ≤ 1 − W
2=?=Dd

E
f

[
sup
5 ∈H�(

=?∑
8=1

=D∑
9=1

f
(?)
8

2

(
5 (x (?)

8
) − 5 (x (D)

9
)
)]

+ 1 − W
2=?=Dd

E
f

[
sup
5 ∈H�(

=?∑
8=1

=D∑
9=1

f
(D)
9

2

(
5 (x (?)

8
) − 5 (x (D)

9
)
)]

(� � �) ≤ 1 − W
2=D==d

E
f

[
sup
5 ∈H�(

=D∑
9=1

==∑
:=1

f
(D)
9

2

(
5 (x (D)

9
) − 5 (x (=)

:
)
)]

+ 1 − W
2=?==d

E
f

[
sup
5 ∈H�(

=D∑
9=1

==∑
:=1

f
(=)
:

2

(
5 (x (D)

9
) − 5 (x (=)

:
)
)]

定义

(�+) =E
f

[
max
4∈[3 ]
\ ∈Z 4

W

=?==

[
=?∑
8=1

==∑
:=1

f
(?)
8

2

(
ℎ4\ (x

(?)
8
) − ℎ4\ (x

(=)
:
)
)]

+ max
4∈[3 ]
\ ∈Z 4

[
1 − W
2=?=D

=?∑
8=1

=D∑
9=1

f
(D)
9

2

(
ℎ4\ (x

(?)
8
) − ℎ4\ (x

(=)
:
)
)]

+ max
4∈[3 ]
\ ∈Z 4

[
1 − W
2=D==

=D∑
9=1

==∑
:=1

f
(=)
:

2

(
ℎ4\ (x

(D)
9
) − ℎ4\ (x

(=)
:
)
)] ]

舱舳舱
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(+) =E
f

[
max
4∈[3 ]
\ ∈Z 4

W

=?==
·
[
=?∑
8=1

==∑
:=1

f
(=)
:

2

(
ℎ4\ (x

(?)
8
) − ℎ4\ (x

(=)
:
)
)]

+ max
4∈[3 ]
\ ∈Z 4

[
1 − W
2=?=D

·
=?∑
8=1

=D∑
9=1

f
(?)
8

2

(
ℎ4\ (x

(?)
8
) − ℎ4\ (x

(=)
:
)
)]

+ max
4∈[3 ]
\ ∈Z 4

[
1 − W
2=D==

·
=D∑
9=1

==∑
:=1

f
(D)
9

2

(
ℎ4\ (x

(D)
9
) − ℎ4\ (x

(=)
:
)
)] ]

有：

(�) + (� �) + (� � �) ≤ (�+) + (�+)

固定训练样本，仅将随机数f视作随机变量， (�+)、 (+)均满足引理 艁舮舶 条件，

下面由该引理分别给出其上界。首先关注(�+)，可证明

W

=?==
·
[
=?∑
8=1

==∑
:=1

f
(=)
:

2

(
ℎ4\ (x

(?)
8
) − ℎ4\ (x

(=)
:
)
)]

相对于随机变量序列{f (?)
8
}满足有限差分性质，且对应系数为

21 = 22 = · · · = 2=? =
W

=?

同理可知 1−W
2=?=D

·
[∑=?

8=1
∑=D
9=1

f
(D)
9

2

(
ℎ4
\
(x (?)
8
) − ℎ4

\
(x (D)

9
)
)]
满足有限差分性质，且对应

系数为

21 = 22 = · · · = 2=D =
1 − W
2=D

1−W
2=D==

·
[∑=D

9=1
∑==
:=1

f
(=)
:

2

(
ℎ4
\
(x (D)

9
) − ℎ4

\
(x (=)
:
)
)]
满足有限差分性质，且对应系数为

21 = 22 = · · · = 2== =
1 − W
2==

综合引理 艂舮舱及引理 艁舮舶，令

E1 =

=?∑
8=1

W2

=2
?

, E2 =

=D∑
9=1

(1 − W)2
4=2

D

, E3 =

==∑
:=1

(1 − W)2
4=2

=

由于假设集{ℎ4
\

: 4 ∈ [3], \ ∈ Z4}包含3 ·  个函数，有：

(�+) ≤ (2(log 3 + log ) · (E1 + E2 + E3))1/2

≤
(
2(log 3 + log ) · dW (_)

)1/2

同理可证

(+) ≤
(
2(log 3 + log ) · dW (_)

)1/2

综合(�+)及(+)上界，引理得证。 �

舱舳舲
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附附附录录录 B 第第第3章章章中中中的的的证证证明明明

艂舮舱 �*�>E0和�*�>E>的性质对比

本节对比�*�>E0和�*�>E>，证明�*�>E0无法处理类别对之间的不平衡。

再次声明定理 3.1. 给定标签分布P[H = 8] = ?8 > 0以及多类得分函数 5，以下性

质成立舺

舨艡舩

AUCova( 5 ) = 1
#�

#�∑
8=1

∑
9≠8

(
? 9

1 − ?8
) · AUC8 | 9 ( 5 (8)) 舨艂舮舱舩

舨艢舩

AUCova( 5 ) = AUCovo( 5 ), 当 ?8 =
1
#�

,

8 = 1, 2, · · · , #�

舨艣舩 当且仅当AUCovo( 5 ) = 1时AUCova( 5 ) = 1。

证明. 艤艳艤艳艡艤艳艡

证明(a)舮 舺对任意事件C：

P
[
C, E (8)

]
=

∑
9≠8

P
[
C |E (8 9)

]
P

[
E (8 9)

]
,

存在：

AUC8 |¬8 = P
[
(H (8)1 − H

(8)
2 ) · ( 5

(8) (x1) − 5 (8) (x2)) > 0|E (8)
]

+ 1
2
P

[
5 (8) (x1) − 5 (8) (x2) = 0|E (8)

]
=

∑
9≠8

P
[
E (8 9)

]
P [E (8)] ·

(
P

[
(H (8)1 − H

(8)
2 ) · ( 5

(8) (x1) − 5 (8) (x2)) > 0|E (8 9)
]

+ 1
2
P

[
5 (8) (x1) − 5 (8) (x2) = 0|E (8 9)

] )
=

∑
9≠8

P
[
E (8 9)

]
P [E (8)] AUC8 | 9

=
∑
9≠8

? 9

1 − ?8
AUC8 | 9

舱舳舳
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因此：

AUCovo =
1
#�

#�∑
8=1

AUC8 |¬8

=
1
#�

#�∑
8=1

∑
9≠8

? 9

1 − ?8
AUC8 | 9 .

证明(b)舮 由舨艡舩中的结论可证：当?8 = 1
#�
, ∀8 = 1, 2, · · · , #�时， ? 9

1−?8 =
?8

1−? 9 =

1
#�−1。

证明(c)舮 因为（舱）AUCovo 和 AUCova 为 AUC8 | 9的凸组合；（舲）AUC8 | 9 ∈ [0, 1]，

所以

AUCovo = 1↔ AUC8 | 9 = 1, ∀8 ≠ 9 ↔ AUCova = 1.

�

艂舮舲 一致性分析

艂舮舲舮舱 贝叶斯最优评分函数

本节主要推导MAUC↓准则下的贝叶斯最优函数。

再次声明定理 3.2. 给定[8 (·) = P[H = 8 |G]般 ?8 = P[H = 8]，可得舺

舨艡舩 若

Δ( 5 (8)) · Δ(c) > 0, ∀c (8) (x1, x2) ≠ c (8) (x2, x1), 舨艂舮舲舩

其中：

Δ( 5 (8)) = 5 (8) (x1) − 5 (8) (x2)

Δ(c) = c (8) (x1, x2) − c (8) (x2, x1)

c (8) (x1, x2) =
∑
9≠8

[8 (x1)[ 9 (x2)
2?8? 9

,

c (8) (x2, x1) =
∑
9≠8

[ 9 (x1)[8 (x2)
2?8? 9

,

则 5 = { 5 (8)}8=1,2, · · · ,#�是MAUC↓准则下的贝叶斯最优评分函数。

舨艢舩 令f(·)表示艳艩艧艭良艩艤函数，B8 (x) = [8 (x)/?8， B\8 (x) =
∑
9≠8 B 9 (x)，则贝叶

斯最优评分函数可表示为舺

5 ★(8) (x) =


f

(
B8 (x)
B\8 (x)

)
, 0 ≤ [8 (x) < 1

1, [8 (x) = 1.
舨艂舮舳舩

舱舳舴
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证明. 艤艡艳艤艳艡

证明(a)

证明所需符号见表舮艂舮舱。

表 B.1符号与描述

Table B.1 Notations and descriptions.

符号 描述

Y8 9 事件[H1 = 8, H2 = 9]

E8, 9 事件 Y8 9 良色 Y 98

H
(8)
1 若 H1 = 8则 = 1，否则 H

(8)
1 = 0

H
(8)
2 若 H2 = 8则 = 1，否则 H

(8)
2 = 0

x1,2 (x1, x2)

H1,2 (H1, H2)

G8 (H1,2, x1,2) 事件 ( 5 (8) (x1) − 5 (8) (x2)) · (H (8)1 − H
(8)
2 ) < 0

G8
(
(1, 0), x1,2

)
事件 ( 5 (8) (x1) − 5 (8) (x2)) · (1 − 0) < 0

G8
(
(0, 1), x1,2

)
事件 ( 5 (8)x1) − 5 (8) (x2)) · (0 − 1) < 0

G0,8 (x1,2) 事件 5 (8) (x1) = 5 (8) (x2)

[8 (x) P(H = 8 |x)

c (8) (x1, x2)
∑
9≠8 (

[8 (x1)[ 9 (x2)
2?8 ? 9

)

c (8) (x2, x1)
∑
9≠8 (

[ 9 (x1)[8 (x2)
2?8 ? 9

)

舱舳舵
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首先，消除对E8, 9的条件依赖。具体地：

#� · (#� − 1) · MAUC↓ =
#�∑
8=1

∑
9≠8

(
P
[
G8 (H1,2, x1,2) |E8, 9

]
+ 1

2
· P

[
G0,8 (x1,2) |E8, 9

] )
=

#�∑
8=1

∑
9≠8

P
[
G8 (H1,2, x1,2), E8, 9

]
P

[
E8, 9

] + 1
2
P
[
G0,8 (x1,2), E8, 9

]
P

[
E8, 9

]
=

#�∑
8=1

∑
9≠8

P
[
G8 (H1,2, x1,2), E8, 9

]
2?8? 9

+ 1
2
P
[
G0,8 (x1,2), E8, 9

]
2?8? 9

舨艂舮舴舩

基于此，展开联合分布：

P
[
G8 (H1,2, x1,2), E8, 9

]
2?8? 9

=
Ex1,2,H1,2

[
O[G8 (H1,2, x1,2)] · O[E8, 9]

]
2?8? 9

=

Ex1,2

[
EH1,2 |x1,2

[
O[G8 (H1,2, x1,2)] · O[E8, 9]

] ]
2?8? 9

=

Ex1,2

[
[8 (x1) · [ 9 (x2) · O[G8

(
(1, 0), x1,2

)
] + [ 9 (x1) · [8 (x2) · O[G8

(
(0, 1), x1,2

)
]
]

2?8? 9
.

舨艂舮舵舩

类似地：

P
[
G0,8 (x1,2), E8, 9)

]
2?8? 9

=

Ex1,2

[
[8 (x1) · [ 9 (x2) · O

[
G0,8 (x1,2)

]
+ [ 9 (x1) · [8 (x2) · O

[
G0,8 (x1,2)

] ]
2?8? 9

舨艂舮舶舩

综上，组合式 舨艂舮舴舩舭式 舨艂舮舶舩可得：

#� · (#� − 1) · MAUC↓ =
#�∑
8=1

E
G1,2

[
c (8) (x1, x2) · O

[
G8

(
(1, 0), x1,2

) ]
+ c (8) (x2, x1)) · O

[
G8

(
(0, 1), x1,2

) ]
+ 1

2
·
(
c (8) (x1, x2) + c (8) (x2, x1)

)
· �

[
G0,8 (x1,2)

] ]
.

舨艂舮舷舩
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固定 5 (8) 和 x1,2，只需最小化 ! (8)即可得到贝叶斯最优解：

! (8) =c (8) (x1, x2) · O
[
G8

(
(1, 0), x1,2

) ]
+ c (8) (x2, x1)) · O

[
G8

(
(0, 1), x1,2

) ]
+ 1

2
·
(
c (8) (x1, x2) + c (8) (x2, x1)

)
· �

[
G0,8 (x1,2)

]
舨艂舮舸舩

显然：

! (8) (x1, x2) =



c (8) (x1, x2), 5 (8) (x1) − 5 (8) (x2) < 0,

c (8) (x1, x2) + c (8) (x2, x1)
2

, 5 (8) (x1) − 5 (8) (x2) = 0,

c (8) (x2, x1), 5 (8) (x1) − 5 (8) (x2) > 0.

舨艂舮船舩

对任意x1, x2 ∈ X，最小化! (x1, x2)即可得到贝叶斯最优评分函数：

若c (8) (x1, x2) = c (8) (x2, x1)，则! (x1, x2)是与 5 (8)无关的常数。

若 c (8) (x1, x2) < c (8) (x2, x1)，则必须在满足 5 (8) (x1) − 5 (8) (x2) < 0的条件下最小

化! (x1, x2)。

若 c (8) (x1, x2) > c (8) (x2, x1)，则必须在满足 5 (8) (x1) − 5 (8) (x2) > 0的条件下最小

化! (x1, x2)。

综上，通过选取满足（舱）∀x1, x2 ∈ X；（舲）c (8) (x1, x2) ≠ c (8) (x2, x1)；（舳）(
5 (8) (x1) − 5 (8) (x2)

)
·
(
c (8) (x1, x2) − c (8) (x2, x1)

)
> 0的 5 (8)，即可得到' (8) ( 5 (8))最

小值为 Ex1,x2 min{c (8) (x1, x2), c (8) (x2, x1)}.

证明(b)舮

固定类别8，若[8 (x:) ≠ 1, : = 1, 2，则通过对定理舮舳舮舲中的公式舮舨艂舮舲舩 除以

B\8 (x1) · B\8 (x2)可知，可选择 f(B8 (x)/B\8 (x))作为 5 ★(8) (x)。

若[8 (x1) = 1, [8 (x2) < 1， 舨注意：c (8) (x1, x2) ≠ c (8) (x2, x1)舩则 B\8 (x1) = 0。为得

到 5 ★(8) (x1) > 5 ★(8) (x2)，设 5 ★(8) (x1) = 1， 5 ★(8) (x2) = f
(
B8 (x2)/B\8 (x2)

)
。

在后一个例子中，可得到[8 (x1) < 1, [8 (x2) = 1。由此可知最优解能够满足

5 (x1) = f
(
B8 (x1)/B\8 (x1)

)
, 5 (x2) = 1舮

由于x1，x2可任意选择，当[8 (x) < 1时，贝叶斯评分函数可以被设为舺 5 ★(8) (x) =

f(B8 (x)/B\8 (x))舨< 1舩 舻否则 5 ★(8) (x) = 1。 �

舱舳舷
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艂舮舲舮舲 替代损失的一致性

基于定理舮舳舮舲，本节对一些主流替代损失给出理论分析。

再次声明定理3.3. 若体大损失函数ℓ满足（舱）可微；（舲）为凸函数；（舳）在[−1, 1]内

非递增；（舴）ℓ′(0) < 0，则该替代损失和MAUC↓一致。

证明. 首先回顾替代风险的定义：

'ℓ ( 5 ) =
∑
8

'
(8)
ℓ
( 5 (8))

#� (#� − 1)

'
(8)
ℓ
( 5 (8)) =

∑
9≠8

E
z1,z2

[
ℓ(Δ(H (8)1,2)Δ 5

(8)) |E (8 9)
]
,

其中 '
(8)
ℓ
( 5 (8))是 5 (8) 对应的风险。

记：

5 ★ = argmin
5 ∈Ff

'ℓ ( 5 )

且 5 ★ = ( 5 ★(1) , 5 ★(2) , · · · , 5 ★(#� ))。

此外，以下等式显然成立：

inf
5 ∈Ff

'ℓ ( 5 ) =
1

#� · (#� − 1) ·
∑
8

inf
5 (8) ∈Ff

'
(8)
ℓ
( 5 (8)). 舨艂舮舱舰舩

基于此，每个二分类评分函数 5 ★(8) 都可以通过其对应的子问题单独求解般

即

5 ★(8) = argmin
5 (8) ∈Ff

'
(8)
ℓ
( 5 (8))

和定理舮舳舮舲的推导类似，将' (8)
ℓ
整理为：

'
(8)
ℓ
( 5 (8)) = 1

2

∫
X

∫
X

[
[
(8)
+ (x) · [ (8)− (x ′) · ℓ( 5 (8) (x) − 5 (8) (G ′))

+ [ (8)+ (x ′) · [ (8)− (x) · ℓ( 5 (8) (x ′) − 5 (8) (x))
]
3P(x)3P(x ′)

其中

[
(8)
+ (x) =

[8 (x)
?8

, [ (8)− (x) =
∑
9≠8

[ 9 (x)
? 9
。

舱舳舸
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记Bayes(8)f 为 5 (8)的集合，其中 5 为贝叶斯最优函数般即

Bayes(8)f ={ 5 (8) :
(
5 (8) (x1) − 5 (8) (x2)

)
· (c (8) (x1, x2) − c (8) (x2, x1)) > 0,

∀(x1, x2) B.C. c (8) (x1, x2) ≠ c (8) (x2, x1)}

基于此，可通过以下步骤证明此定理。

声明 舱. 5 ★(8) ∈ Bayes(8)f

可通过反证法证明以上声明。首先假设该声明在以下场景中不成立：∃x1, x2

满足 5 ★(8) (x1) ≤ 5 ★(8) (x2)但 c (8) (x1, x2) > c (8) (x2, x1)。

情况 1: [ (8)− (x1) > 0, [ (8)− (x2) > 0

定义 Xℎ (W) = ' (8)ℓ ( 5 ★(8) + Wℎ)，必满足：X′ℎ (0) = 0般 ∀ℎ。

给定任意一对样本 (x1, x2) ∈ X（其中 x1 ≠ x2），需证明：对所有满

足充分条件的ℓ，通过反证法即可由 5 ★(8) (x1) > 5 ★(8) (x2) 推出c (8) (x1, x2) >

c (8) (x2, x1)。

选择

ℎ1(G) =
O [G = G1]
[−(x)

,

由X′
ℎ1
(0) = 0可得∫

-\x1

[
[
(8)
+ (x1)
[
(8)
− (x1)

· [ (8)− (x) · ℓ′
(
5 ★(8) (x1) − 5 ★(8) (x)

)
− [ (8)+ (x) · ℓ′

(
5 ★(8) (x) − 5 ★(8) (x1)

) ]
3P(x)

= 0

舨艂舮舱舱舩

选择

ℎ2(G) =
O [G = G2]
[−(x)

,

由X′
ℎ2
(0) = 0可得：∫

-\x2

[
[
(8)
+ (x2)
[
(8)
− (x2)

· [ (8)− (x) · ℓ′
(
5 ★(8) (x2) − 5 ★(8) (x)

)
− [ (8)+ (x) · ℓ′

(
5 ★(8) (x) − 5 ★(8) (x2)

) ]
3P(x)

= 0

舨艂舮舱舲舩
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通过式 舨艂舮舱舱舩 舭式 舨艂舮舱舲舩可得：

∫
-\{x1 ,x2 }

[
(8)
+ (x) ·

(
ℓ′

(
5 ★(8) (x) − 5 ★(8) (x2)

)
− ℓ′

(
5 ★(8) (x) − 5 ★(8) (x1)

))
3P(x)︸                                                                                                        ︷︷                                                                                                        ︸

(a)

+

∫
-\{x1 ,x2 }

[ (8)− (x)
[
(8)
− (x2)[ (8)− (x1)(

c (8) (x1, x2) · ℓ′
(
5 ★(8) (x1) − 5 ★(8) (x)

)
− c (8) (x2, x1) · ℓ′

(
5 ★(8) (x2) − 5 ★(8) (x)

))
3P(x)︸                                                                                                                    ︷︷                                                                                                                    ︸

(b)

+
( P(x1)
[
(8)
− (x1)

+ P(x2)
[
(8)
− (x2)

)·(
c (8) (x1, x2) · ℓ′

(
5 ★(8) (x1) − 5 ★(8) (x)

)
− c (8) (x2, x1) · ℓ′

(
5 ★(8) (x2) − 5 ★(8) (x)

))
︸                                                                                                          ︷︷                                                                                                          ︸

(c)

= 0

舨艂舮舱舳舩

基于以上各式即可构建反证法中的矛盾。

首先注意舺

ℓ′
(
5 ★(8) (x) − 5 ★(8) (x2)

)
≤ ℓ′

(
5 ★(8) (x) − 5 ★(8) (x1)

)
其原因在于：由于假设 ℓ非凸般即般 ℓ′非递减。由此可知(a) ≤ 0。

类似可知：

ℓ′
(
5 ★(8) (x1) − 5 ★(8) (x)

)
≤ ℓ′

(
5 ★(8) (x2) − 5 ★(8) (x)

)
≤ 0.

再由c (8) (x1, x2) > c (8) (x2, x1)，可得(b) ≤ 0。

接下来证明 (c) < 0：

情况 a舺 若 5 ★(8) (x1) = 5 ★(8) (x2)，则

(c) = (c (8) (x1, x2) − c (8) (x2, x1)) · ℓ′(0) < 0.

原因在于ℓ(0) < 0。

情况 b舺 若 5 ★(8) (x1) < 5 ★(8) (x2)，则

ℓ′
(
5 ★(8) (x1) − 5 ★(8) (x2)

)
≤ ℓ′(0) < 0,

舱舴舰
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ℓ′
(
5 ★(8) (x2) − 5 ★(8) (x1)

)
≤ 0,

且c (8) (x2, x1) > c (8) (x1, x2)。由此可得(c) < 0

综上可知 (a) + (b) + (c) < 0。该结论和公式舮式 舨艂舮舱舴舩相矛盾。由于可选择

任意(x1, x2)，可知

5 ★(8) ∈ Bayes(8)f , 艩艦 [ (8)− (x1) > 0, [ (8)− (x2) > 0

情况 2: [ (8)− (x1) = 0, [ (8)− (x2) > 0

由 ∑
8

P [x1, H = 8] =
∑
8

[8 (x1)P(x1) = P(x1)

可得： ∑
8

[8 (x1) = 1.

该结论进一步表明[8 (x1)达到了其最小值舱。由此可知[ (8)+ (x1) > [ (8)+ (x2)。

和情况舱的证明类似，可令 ℎ1(x) = O [x = x1] , ℎ2(x) = O [x = x2] 进而得到

以下不等式。

∫
-\{x1 ,x2 }

[ (8)− (x) ·
(
[
(8)
+ (x1) · ℓ′

(
5 ★(8) (x) − 5 ★(8) (x1)

)
− [ (8)+ (x2) · ℓ′

(
5 ★(8) (x) − 5 ★(8) (x2)

))
3P(x)︸                                                                                                                                   ︷︷                                                                                                                                   ︸

(a)

+
∫
-\{x1 ,x2 }

[
(8)
+ (x) · [ (8)− (x2) · ℓ′

(
5 ★(8) (x2) − 5 ★(8) (x)

)
3P(x)︸                                                                           ︷︷                                                                           ︸

(b)

+ (P(x1) + P(x2)) · [ (8)+ (x1) · [ (8)− (x2) · ℓ′
(
5 ★(8) (x1) − 5 ★(8) (x2)

)
︸                                                                                ︷︷                                                                                ︸

(c)

= 0

舨艂舮舱舴舩

由此可知 (a) + (b) + (c) < 0。该结论于最优条件矛盾。

5 ★(8) ∈ Bayes(8)f , 艩艦 [ (8)− (x1) = 0, [ (8)− (x2) > 0

情况 3: [ (8)− (x1) > 0, [ (8)− (x2) = 0. 在此情况下c (8) (x1, x2) < c (8) (x2, x1)与假

设c (8) (x1, x2) > c (8) (x2, x1)矛盾。因此不可能出现。

舱舴舱
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情况 4: [ (8)− (x1) = 0, [ (8)− (x2) = 0 在此情况下c (8) (x1, x2) = c (8) (x2, x1)与假设

c (8) (x1, x2) > c (8) (x2, x1)矛盾。因此不可能出现。

声明舱证明完毕。

声明 舲.

inf
5 (8)∉Bayesf

'
(8)
ℓ
( 5 (8)) > inf

5 (8) ∈Ff
'
(8)
ℓ
( 5 (8)) 舨艂舮舱舵舩

由声明舲可得： argmin 5 (8) ∈Ff '
(8)
ℓ
( 5 (8)) = Bayes(8)f .

声明 舳. 对满足 58 ∈ Ff的任意序列{ 5C}C ∈N+有：

'
(8)
ℓ
( 5C) → '

(8)
ℓ
( 5 ★(8)) 艩艭艰艬艩艥艳 ' (8) ( 5C) → inf

5 ∈Ff
' (8) ( 5 )

由于 argmin 5 ∈Ff '
(8) ( 5 ) = Bayes(8)f ，只需证明limC→∞ 5C ∈ Bayes(8)f 。定义 X (8)

为：

X (8) = inf
5 (8)∉Bayes(8)f

'
(8)
ℓ
( 5 (8)) − inf

5 (8) ∈Ff
'
(8)
ℓ
( 5 (8)) > 0

假设lim 5C ∉ Ff，则对于足够大的)有：

'
(8)
ℓ
( 5) ) − ' (8)ℓ ( 5

★(8)) > X (8)Θ

该结论与' (8)
ℓ
( 5C) → '

(8)
ℓ
( 5 ★(8))相矛盾。由此可知式 舨艂舮舱舵舩成立。

由于以上结论对任意类别8都成立，因此式 舨艂舮舱舵舩对所有8都成立。

声明 舴. 给定一个序列{ 5 }C，其中 5C = ( 5 (1)C , · · · , 5 (#� )C )，以下式子成立：

'ℓ ( 5C) → 'ℓ ( 5 ) 艩艭艰艬艩艥艳 '( 5C) → inf
5 ∈Ff

'( 5 )

由此可推出：

舱舴舲
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'( 5C) =
∑#�
8=1 '

(8) ( 5 (8)C )
#� · (#� − 1) , 'ℓ ( 5C) =

∑#�
8=1 '

(8)
ℓ
( 5 (8)C )

#� · (#� − 1) .

以及声明舴舮

根据定义舮舳舮舱，证明完毕。 �

艂舮舳 'BDAA的无偏估计

本节推导'BDAA的无偏估计：

再次声明性质 3.1. 定义'̂ℓ,S ( 5 )为舺

'̂ℓ,S ( 5 ) =
#�∑
8=1

∑
9≠8

∑
x<∈N8

∑
x=∈N 9

1
=8= 9

ℓ8, 9 ,<,=BDAA ,

其中ℓ8, 9 ,<,=BDAA 为ℓBDAA ( 5 (8) (x<)− 5 (8) (x=))的简写；'̂ℓ,S ( 5 )为'BDAA ( 5 )的无偏估计，满

足 'BDAA ( 5 ) = E
S
('̂ℓ,S ( 5 ))。

证明.

E
S
('̂ℓ,S ( 5 )) = E

_

[
E
^ |_
('̂ℓ,S ( 5 ))

]
此外：

E
^ |_
('̂ℓ,S ( 5 ))

=
1

#� (#� − 1)

#�∑
8=1

∑
9≠8

∑
x1∈N8

∑
x2∈N 9

1
=8= 9

E
x1,x2

[
ℓBDAA ( 5 (8) , x1, x2) |H1 = 8, H2 = 9

]
=

1
#� (#� − 1)

#�∑
8=1

∑
9≠8

E
x1,x2

[
ℓBDAA ( 5 (8) , x1, x2) |H1 = 8, H2 = 9

]
.

由于 Ex1,x2

[
ℓBDAA ( 5 (8) , x1, x2) |H1 = 8, H2 = 9

]
不依赖_的分布，因此：

E
_

[
E
^ |_
('̂ℓ,S ( 5 ))

]
= E
^ |_
('̂ℓ,S ( 5 )).

基于此，只需证明

E
x1,x2

[
ℓBDAA

(
5 (8) (x1) − 5 (8) (x2)

)
|H1 = 8, H2 = 9

]
= E
z1,z2

[
ℓBDAA

(
Δ(H (8))Δ( 5 (8))

)
|E (8 9)

]
.

为完成该证明，首先得到：

舱舴舳
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E
z1,z2

[
ℓBDAA

(
Δ(H (8))Δ( 5 (8))

)
|E (8 9)

]
(0)
= E
z1,z2

[
c (8) (x1, x2)ℓBDAA

(
5 (8) (x1) − 5 (8) (x2)

)
+ c (8) (x2, x1)ℓBDAA

(
5 (8) (x2) − 5 (8) (x1)

)]

= 2 E
x1,x2

[
c (8) (x1, x2)ℓBDAA

(
5 (8) (x1) − 5 (8) (x2)

)]

= E
x1,x2

[
[ (8) (x1)[ ( 9) (x2)

?8? 9
ℓBDAA

(
5 (8) (x1) − 5 (8) (x2)

)]

(1)
= E
x1,x2

[
ℓBDAA

(
5 (8) (x1) − 5 (8) (x2)

)
|H1 = 8, H2 = 9

]
.

其中舨艡舩和 舨艢舩可由引理舮舳舮舲得到。证明完毕。 �

艂舮舴 泛化分析的准备工作

艂舮舴舮舱 集中不等式（Concentration Inequalities）

艂舮舴舮舱舮舱 有限差分性质（Bounded Difference Property）

定义 艂舮舱 舨有限差分性质舩. 给定独立随机变量 -1, · · · , -=且-8 ∈ X，若存在非负常

数21, 22, · · · , 2=满足：

sup
G1,G2, · · · ,G= ,G′8

�� 5 (G1, · · · , G=) − 5 (G1, · · · , G8−1, G
′
8 , · · · , G=)

�� ≤ 28, ∀1 ≤ 8 ≤ =. 舨艂舮舱舶舩

则称函数 5 (-1, -2, · · · , -=)具备有限差分性质。

对所有满足有限差分性质的函数，其矩生成函数满足以下有限差分不等式

（艂良艵艮艤艥艤 艄艩舛艥色艥艮艣艥 艉艮艥艱艵艡艬艩艴艹）。

引理 艂舮舱 舨有限差分不等式舩. 舨艂良艵艣艨艥色良艮 等般 舲舰舱舳般 性质舮舶舮舱与定理舮舶舮舲舩 假设/ =

5 (-1, · · · , -=)其中各-8独立，且满足以 21, 22, · · · , 2=为常数的有限差分性质。令

E =
1
4

=∑
8=1

22
8 舨艂舮舱舷舩

则：

logE [exp (_(/ − E[/]))] ≤ _E
2

2
, 舨艂舮舱舸舩

对于所有_ > 0成立。

舱舴舴
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艂舮舴舮舱舮舲 极大值不等式

引理 艂舮舲 舨极大值不等式舩. 舨艂良艵艣艨艥色良艮 等般 舲舰舱舳般 第舲舮舵节舩 令 /1, · · · , /= 为实数随

机变量，E > 0，且对于任意8 = 1, 2, · · · , =有 log
(
E

[
exp (_/8)

] )
≤ _E2

2 ，则：

E

[
max

8=1,2, · · · ,=
/8

]
≤

√
2E log =.

艂舮舴舮舱舮舳 Mcdiarmid不等式

首先回顾证明所需的集中不等式。

引理 艂舮舳 舨艍艣艤艩艡色艭艩艤不等式舩. 舨艍艣艄艩艡色艭艩艤般 舱船船舸舩令 -1, · · · , -< 为从 X 取值的独

立随机变量。令 5 : X → R为 -1, · · · , -<的函数且满足：

sup
x,x′
| 5 (G1, · · · , G8, · · · , G<) − 5 (G1, · · · , G ′8 · · · , G<) | ≤ 28,

其中 x ≠ x ′；那么对所有n > 0，

P[E( 5 ) − 5 ≥ n] ≤ exp
(
−2n2∑<
8=1 2

2
8

)
.

艂舮舴舮舲 Rademacher Averages的性质

要对向量舭值函数求艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复杂度，首先引入舨艍艡艵色艥色般 舲舰舱舶舻 艃良色艴艥艳 等般

舲舰舱舶舩中证明的向量版艔艡艬艡艧色艡艮艤收缩引理。

引理 艂舮舴 舨向量版艔艡艬艡艧色艡艮艤收缩引理舩. 令 X 为任意集合 = ∈ N，(x1; · · · ; x# ) ∈

-=，令F 代表一类具有艫各分量的函数 5 = ( 5 (1) , · · · , 5 (:)) : - → ℓ:2 并且令ℎ :

ℓ:2 → R具有艌艩艰艳艣艨艩艴艺范数q。那么，

E
f

[
sup
5 ∈F

#∑
8=1

f8ℎ( 5 (x8))
]
≤
√

2q E
f

[
sup
5 ∈F

#∑
8=1

 ∑
:=1

f8,: ( 5 (:) (x8))
]
,

其中 f1 · · · , f#，并且 f1,1, · · · , f1, , · · · , f# , 是两个由独立的艒艡艤艥艭艡艣艨艥色随机

变量组成的序列。

以下引理为舨艇良艬良艷艩艣艨 等般 舲舰舱舸舩中引理舮舱在双下标艒艡艤艥艭艡艣艨艥色随机序列上的

扩展。

舱舴舵
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引理 艂舮舵. 令B满足舱舭艌艩艰艳艣艨艩艴艺且正齐次的逐元素激活函数，则对于任意类向量舭值

函数F以及任意单调增的凸函数 6 : R→ [0,∞)：

E
f

[
sup

5 ∈F , | |, | |� ≤',
6

(




 #∑
8=1

#�∑
2=1

f8,2 · B(] 5 (x8))






)]

≤ 2E
f

[
sup
5 ∈F

6

(
', ·






 #∑
8=1

#�∑
2=1

f8,2 · 5 (x8)






)]

其中 {f8,2}为双下标艒艡艤艥艭艡艣艨艥色随机变量组成的序列。

艂舮舴舮舳 Softmax的Lipschitz性质

引理 艂舮舶 舨艳良艦艴艭艡艸组件的艌艩艰艳艣艨艩艴艺常数舩. 给定 X ∈ R ，函数soft8, 8 = 1, 2, · · · ,  

为映射 x = (G1, · · · , G:) ∈ X → [0, 1]，被定义为：

soft8 (x) =
exp(G8)∑ 
9=1 exp(G 9)

,

因此 soft8 (·)对于向量ℓ2范数满足
√

2
2 舭艌艩艰艳艣艨艩艴艺连续。

证明. 只需证明

sup
x∈X



∇xsoft8 (x)

2 ≤
√

2
2
.

对任意 x ∈ X：

msoft8 (x)
mG 9

= soft8 (x) ·
(
� [8 = 9] − soft 9 (x)

)
, 8, 9 = 1, · · · ,  .

因此有：

∇xsoft8 (x)

2 =

(
soft28 (x) ·

∑
9≠8

soft29 (x) + soft8 (x)2 ·
(
1 − soft 9 (x)

)2

)1/2

.

由于 soft28 (x) ≤ soft8 (x)，
(
1 − soft 9 (x)

)2 ≤
(
1 − soft 9 (x)

)
，和

∑
9≠8 soft29 (x) ≤ (1 −

soft8 (x))，可得：

∇xsoft8 (x)

2 ≤
(
2 · soft8 (x) · (1 − soft8 (x))

)1/2

≤
√

2
2
,

证明完毕。

艂舮舵 MAUC↓Rademacher复杂度及其性质

艂舮舵舮舱 MAUC↓对称性

本节给出MAUC↓对称性的推导过程，该性质是证明定理舮艂舮舵舮舲的关键。

舱舴舶
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引理 艂舮舷 舨MAUC↓对称性舩. 以下不等式成立：

E
S ,S′

[
sup
5 ∈H

(
'̂S ( 5 ) − '̂S′ ( 5 )

) ]
≤ 4ℜMAUC↓ (ℓ ◦H)

#� (#� − 1) ,

其中标签_对于S 和 S ′固定。

证明. 记 ℓ( 5 , x, x′) = ℓ( 5 (8) (x<) − 5 (8) (x ′=))并定义

) 8, 9 ,<,= =
f
(8)
< + f ( 9)=

2
ℓ( 5 , x′, x′) + f

(8)
< − f ( 9)=

2
ℓ( 5 , x′, x)

− f
(8)
< − f ( 9)=

2
ℓ( 5 , x, x′) − f

(8)
< + f ( 9)=

2
ℓ( 5 , x, x),

舨艂舮舱船舩

首先：

E
S ,S′

[
sup
5 ∈H

(
'̂S′ ( 5 ) − '̂S ( 5 )

) ]
=

1
#� · (#� − 1) ES ,S′ Ef

sup
5 ∈H

#�∑
8=1

∑
9≠8

∑
x<∈N8

∑
x=∈N 9

1
=8= 9
· ) 8, 9 ,<,=

 .
舨艂舮舲舰舩

给定 S = {(x8, H8)}<8=1， S ′ =
{
(x ′8, H8)

}<
8=1，为了便于分析，对于所有8 ≤ 9将样本

排序为H8 ≤ H 9。由各样本相互独立可知：

E
S ,S′

[
sup
5 ∈H

(
'̂S′ ( 5 ) − '̂S ( 5 )

) ]
= E

S ,S′

[
sup
5 ∈H

(
'̂S̃′ ( 5 ) − '̂S̃ ( 5 )

) ]
舨艂舮舲舱舩

其中 (̃和 (̃′为变换后数据集。二者从 S 和 S ′分别交换 0 ≤ G ≤ # 具有相同下标

的样本(x8, H8)和 (x ′8, H′8)。

此外，对任意样本独立同分布艒艡艤艥艭艡艣艨艥色随机变量序列，

f = (f (1)1 , · · · , f (1)=1
, · · · , f (2)1 , · · · , f (#� )=�

)

并且对任意S和S ′，存在一对变化数据集(̃f 和(̃′f满足

sup
5 ∈H


#�∑
8=1

∑
9≠8

∑
x<∈N8

∑
x=∈N 9

1
=8= 9
· ) 8, 9 ,<,=

 = sup
5 ∈H

[
'̂S̃f′ ( 5 ) − '̂S̃f ( 5 ).

]
舨艂舮舲舲舩

具体地，可通过归纳法进行证明。

基舮 假设 S = {(x1, 1), (x2, 2)} S ′ =
{
(x ′1, 1), (x ′2, 2)

}
般 f = (f (1)1 , f

(2)
1 )。在此定

义

)1 = )1,2,1,1, )2 = )2,1,1,1.

给出以下例子：

舱舴舷



面向复杂场景的艁艕艃优化理论、方法及应用

舨艡舩 f (1)1 = 1, f (2)1 = 1。可得：

)1 = ℓ( 5 (1) , x′1, x′2) − ℓ( 5 (1) , x1, x2),

)2 = ℓ( 5 (2) , x′2, x′1) − ℓ( 5 (2) , x2, x1),
舨艂舮舲舳舩

该结论表明

sup
5 ∈H

[
)1 + )2] = sup

5 ∈H

[
'̂S′ ( 5 ) − '̂S ( 5 )

]
. 舨艂舮舲舴舩

同时也表明 S̃f = S，S̃ ′f = S ′。

舨艢舩 f (1)1 = 1, f (2)1 = −1舮

)1 = ℓ( 5 (1) , x′1, x2) − ℓ( 5 (1) , x1, x
′
2),

)2 = ℓ( 5 (2) , x2, x
′
1) − ℓ( 5 (2) , x′2, x1),

舨艂舮舲舵舩

该结论表明

sup
5 ∈H

[
)1 + )2] = sup

5 ∈H

[
'̂S̃f′ ( 5 ) − '̂S̃f ( 5 )

]
. 舨艂舮舲舶舩

其中S̃ffi S̃ ′f 通过(x2, 2)和 (x ′2, 2)得到。

舨艣舩 f (1)1 = −1, f (2)1 = 1。相应的 S̃f, S̃ ′f 通过交换 (x1, 1)和 (x ′1, 1)得到。

舨艤舩 f (1)1 = −1, f (2)1 = −1。相应的 S̃f, S̃ ′f 通过交换 S 和 S ′得到。

通过以上讨论完成了基本情况下的证明。

递归舮给定

S− = {(x8, H8)}:8=1,S−
′
= {(x ′8, H8)}:8=1,∀f− ∈ {−1, 1}: ,

假设 S−,S−′和 f−满足上述结论，且对应S̃−f− 和 S̃−′f−存在。现在证明给定一对新

的 (x=, 8) 般 (x ′=, 8)和 f
(8)
= ∈ {−1, 1}满足

S = S− ∪ {(x=, 8)},S ′ = S−′ ∪ {(x ′=, 8)}, f = (f−, f (8)=4F )

仍然满足该结论。显然只有 ) 8,∗,=,∗ 和 ) ∗,8,∗,= 和新样本相关，其中 ∗代表任意可

能的选择。

在f (8)= = −1的情况下，有以下结论：

舨艡舩 f ( 9)< = 1时：

) 8, 9 ,=,< = ℓ( 5 (8) , x=, x′<) − ℓ( 5 (8) , x′=, x<).

舱舴舸
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舨艢舩 f ( 9)< = −1时：

) 8, 9 ,=,< = ℓ( 5 (8) , x=, x<) − ℓ( 5 (8) , x′<, x′=).

此外，对任意 ) 9 ,8,=,<：

舨艡舩 f ( 9)< = 1时：

) 9 ,8,<,= = ℓ( 5 ( 9) , x′<, x=) − ℓ( 5 ( 9) , x<, x′=).

舨艢舩 f ( 9)< = −1时：

) 8, 9 ,=,< = ℓ( 5 ( 9) , x<, x=) − ℓ( 5 ( 9) , x′<, x′=).

该结论表明

S̃f = S̃−f− ∪ {(x ′=, 8)}, S̃ ′f = S̃−′f− ∪ {(x=, 8)}.

类似地，当 f
(8)
= = 1，

S̃f = S̃−f− ∪ {(x=, 8)}, S̃ ′f = S̃−′f− ∪ {(x ′=, 8)}.

另一种情况下，由 S̃f 和 S̃ ′f 通过交换S 和 S ′中的对应项得到。

通过一般情况中的参数和递归，完成以下证明：

sup
5 ∈H


#�∑
8=1

∑
9≠8

∑
x<∈N8

∑
x=∈N 9

1
=8= 9
· ) 8, 9 ,<,=

 = sup
5 ∈H

[
'̂S̃f′ ( 5 ) − '̂S̃f ( 5 )

]
. 舨艂舮舲舷舩

由此可得

E
S ,S′
E
f

[
sup
5 ∈H

#�∑
8=1

∑
9≠8

∑
x<∈N8

∑
x=∈N 9

1
=8= 9
· ) 8, 9 ,<,=

]
= E
f
E

S ,S′

[
sup
5 ∈H

(
'̂S̃f′ ( 5 ) − '̂S̃f ( 5 )

) ]
=

1
2#
·
∑
f

E
S ,S′

[
sup
5 ∈H

(
'̂S̃f′ ( 5 ) − '̂S̃f ( 5 )

) ]
=

1
2#
·
∑
f

E
S ,S′

[
sup
5 ∈H

(
'̂S′ ( 5 ) − '̂S ( 5 )

) ]
=

2#

2#
· E
S ,S′

[
sup
5 ∈H

(
'̂S′ ( 5 ) − '̂S ( 5 )

) ]
= E

S ,S′

[
sup
5 ∈H

(
'̂S′ ( 5 ) − '̂S ( 5 )

) ]
.

舨艂舮舲舸舩

由此实现证明

E
S ,S′
E
f

sup
5 ∈H

#�∑
8=1

∑
9≠8

∑
x<∈N8

∑
x=∈N 9

1
=8= 9
· ) 8, 9 ,<,=

 ≤ 4ℜMAUC↓ (ℓ ◦H). 舨艂舮舲船舩
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艂舮舵舮舲 MAUC↓诱导的泛化界一般形式

本节基于引理舮艁舮舳和引理舮艁舮舷给出 MAUC↓泛化界的推广结果。

再次声明定理 B.5.2 舨泛化界一般形式舩. 给定数据集S = {(x8, H8)}<8=1，样本由独立

采样得到般对于所有多类得分函数 5 ∈ H，若替代损失函数ℓ的值域包含于[0, �]，

∀X ∈ (0, 1)，以下不等式至少依概率1 − X成立：

'ℓ ( 5 ) ≤ '̂S ( 5 ) + �1 ·
ℜ̂MAUC↓,S (ℓ ◦H)
#� (#� − 1) + �2 ·

�

#�
· b (_) ·

√
log( 2

X
)

#
,

�1, �2为常数，b (_) =
√∑#�

8=1
1
d8
, d8 =

=8
#
。

证明. 给定 S ′为独立于 S的另一数据集，由于 '̂S ( 5 ) = ES′ '̂S′ ( 5 )，由艊艥艮艳艥艮舧艳不

等式可得：

E
S

[
sup
5 ∈H

(
E
S
'̂S ( 5 ) − '̂S ( 5 )

)]
= E

S
sup
5 ∈H
E
S′

[
'̂S ( 5 ) − '̂S′ ( 5 )

]
≤ E

S ,S′

[
sup
5 ∈H

(
'̂S ( 5 ) − '̂S′ ( 5 )

) ]
由引理舮艁舮舷可得：

E
S ,S′

[
sup
5 ∈H

(
'̂S ( 5 ) − '̂S′ ( 5 )

) ]
≤ 4

1
#� · (#� − 1)ℜMAUC↓ (ℓ ◦H). 舨艂舮舳舰舩

给定 S，定义 S< = (S \ {(x<, H<)}) ∪ {(x ′<, H<)}。现在开始推导损失函数

的有界差分性质。假设 H< = 8，有：

38 = | sup
5 ∈H
(E
S
'̂S ( 5 ) − '̂S ( 5 )) − sup

5 ∈H
(ES8 '̂S8 ( 5 ) − '̂S8 ( 5 )) |

≤ sup
5 ∈H
|'̂S ( 5 ) − '̂S8 ( 5 ) |

=
1

#� (#� − 1) sup
5 ∈H

[∑
9≠8

∑
x=∈N 9

1
=8= 9
|ℓ( 5 (8) , x<, x=) − ℓ( 5 (8) , x ′<, x=) |

+
∑
9≠8

∑
x=∈N 9

1
=8= 9
|ℓ( 5 ( 9) , x=, x<) − ℓ( 5 ( 9) , x=, x ′<) |

]
≤ 2�

#�=8

因此有
∑#
8=1 3

2
8 = 4 �2

# 2
�

·∑=�
8=1

1
=8
。根据公式舮舨艂舮舳舰舩和引理舮艁舮舳可知，固定标签_，

依不小于 1 − X

2的概率。以下不等式成立：

舱舵舰
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E
S
'̂S ( 5 ) ≤ '̂S ( 5 ) +

4
#� (#� − 1)ℜMAUC↓ (ℓ ◦H) +

2�
#�

b (_) ·

√
log( 2

X
)

2#
舨艂舮舳舱舩

类似可证，固定标签 _，依不小于 1 − X

2 的概率，以下不等式成立：

ℜMAUC↓ (ℓ ◦H)
#� (#� − 1) ≤

ℜ̂MAUC↓,S (ℓ ◦H)
#� (#� − 1) +

2�
#�

b (_) ·

√
log( 2

X
)

2#
. 舨艂舮舳舲舩

结合公式舮舨艂舮舳舱舩和公式舮舨艂舮舳舲舩，固定 _可得，依不小于1 − X的概率：

E
S
'̂S ( 5 ) ≤ '̂S ( 5 ) +

4
#� (#� − 1) ℜ̂MAUC↓,S (ℓ ◦H) +

10�
#�

b (_) ·

√
log( 2

X
)

2#
舨艂舮舳舳舩

根据舨艁艧艡色艷艡艬等般 舲舰舰舵舩中的定理舮舸可知，式 舨艂舮舳舳舩在 ^ 和 _上以不小于1 −

X的概率成立。

艂舮舵舮舳 MAUC↓Rademacher复杂度的次高斯性质

定义 艂舮舲 舨次高斯随机过程舩. 如果对任意\, \ ′ ∈ T和所有_ ∈ R般

E [exp (_ · (-\ − -\′))] ≤ exp
(
_23 (\, \ ′)2

2

)
. 舨艂舮舳舴舩

则一个下标集为T的随机过程\ ↦→ -\ 对于T上的伪度量3是次高斯的。

定义 ) 5 (f) =
∑#�
8=1

∑
9≠8

∑
x<∈N8

∑
x=∈N 9

) 8, 9 ,<,=，

) 8, 9 ,<,= =
f
(8)
< + f ( 9)=

2
· ℓ( 5

(8) (x<) − 5 (8) (x=))
=8= 9

,

且函数 5 采样自F。可知 ) 5 (f) 5 ∈F 本质上是一个关于 艒艡艤艥艭艡艣艨艥色随机变量f的

随机过程。该结论通过以下引理证明。

引理 艂舮舸. 给定输入特征集合 DX = {x1, · · · , x# }般 ZD 定义为{
(x, H) : x ∈ DX , H ∈ {1, 2, · · · , #�}

}
,

即 DX 和标签空间的笛卡尔积。此外，∀z = (x, 8) ∈ ZD般 B(z) = B (8) (x)。基

于以上符号定义，若 ℓ 满足 qℓ舭艌艩艰艳艣艨艩艴艺连续，则 {�� · ) 5 (f)} 5 ∈H，其中 5 =

( 5 (1) , · · · , 5 #� )且 5 (8) = soft(8) ◦ Y，为次高斯随机过程。具体地，

E
f

[
exp

(
_ · �� ·

(
) 5 (f) − ) 5̃ (f)

) )]
≤ exp

(
_23∞(Y, s̃)2

2

)
. 舨艂舮舳舵舩

舱舵舱
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其中

�� =
1

qℓ · (#� − 1) · b (_) ·
√

1
#

, 3∞,S (Y, s̃) = max
z∈ZD
|Y(z) − s̃(z) |. 舨艂舮舳舶舩

证明. 记 f为艒艡艤艥艭艡艣艨艥色随机变量的集合：

f = (f (1)1 , · · · , f (1)=1
, · · · , f (8)1 , · · · , f (8)

:
, · · · , f (8)=1

, · · · , f (#� )=#�
)

并且记 f\(8,:) 为另一个艒艡艤艥艭艡艣艨艥色随机变量的集合，其中各项等于 f 除了 f
(8)
:

被替换为 f̃
(8)
:
，即

f\(8,:) = (f (1)1 , · · · , f (1)=1
, · · · , f (8)1 , · · · , f̃ (8)

:
, · · · , f (8)=1

, · · · , f (#� )=#�
).

对任意(8, :)有以下有限差分性质舺

38 5 58 =
�� () 5 (f) − ) 5̃ (f)) − (

) 5 (f\(8,:)) − ) 5̃ (f\(8,:))
) ��

=

���� (f (8): − f̃ (8):2

)
·
[∑
9≠8

∑
x=∈N 9

· 1
=8= 9

(
ℓ( 5 (8) , x<, x=) − ℓ( 5̃ (8) , x<, x=)

)
+

∑
9≠8

∑
x=∈N 9

1
=8= 9

(
ℓ( 5 ( 9) , x=, x<) − ℓ( 5̃ ( 9) , x=, x<)

) ] ����
≤ 2 · (#� − 1)

=8
max

8, x<∈N8 , x=∉N8

��ℓ( 5 (8) , x<, x=) − ℓ( 5̃ (8) , x<, x=)��
≤ 4 · (#� − 1)

=8
· qℓ · max

8, x∈DX

�� 5 (8) (x) − 5̃ (8) (x)��
=

4 · (#� − 1)
=8

· qℓ · max
8, x∈DX

����∫ 1

0

〈
∇soft(8) (g · s̃(x) + (1 − g) · Y(x)) , (Y(x) − s̃(x))

〉
3g

����
≤ 4 · (#� − 1)

=8
· qℓ ·

(
sup
x
| |∇soft(8) (x) | |1

)
· max
z∈ZD
|Y(z) − s̃(z) |

≤ 2 · (#� − 1)
=8

· qℓ · max
z∈ZD
|Y(z) − s̃(z) |.

显然，�� ·
(
) 5 (f) − ) 5̃ (f)

)
满足有限差分性质 舨定义舮艂舮舱舩。根据引理舮艂舮舱，可选

择E：

E =
1
4

#∑
8=1

�2
� · 38 5 5 2

8 = max
z∈ZD
|s(z) − s̃(z) |2

基于引理舮艂舮舱即完成证明。 �

舱舵舲
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艂舮舵舮舴 Chaining界

再次声明定理B.5.4 舨MAUC↓艒艡艤艥艭艡艣艨艥色复杂度的艣艨艡艩艮艩艮艧界舩. 假设得分函数B (8)将X

映射至有界区间[−'B, 'B]， ℜ̂MAUC↓,S (ℓ ◦H)具有以下性质：

舨艡舩 对于任意单减序列{n:}∞:=1，若lim:→∞ n: = 0且n0 ≥ 'B，则：

ℜ̂MAUC↓,S (ℓ ◦H) ≤ #� · (#� − 1) · qℓ · n 

+ 6 ·
 ∑
:=1

n:qℓ (#� − 1) · b (_)
√

log(ℭ(n: ,F , 3∞,S))
#

舨艢舩 存在一个常数�，满足：

ℜ̂MAUC↓,S (ℓ ◦H) ≤ �qℓ inf
'B≥U≥0

(
#� (#� − 1)U

+ (#� − 1) · b (_) ·
∫ 'B

U

√
log(ℭ(n,F , 3∞,S))

#
3n

)
证明. 首先：

2��ℜ̂MAUC↓,S (ℓ ◦H) =�� E
f

[
sup
5 ∈H

) 5 (f) + sup
5̃ ∈H

) 5̃ (f)
]

= �� E
f

[
sup
5 ∈H

) 5 (f) + sup
5̃ ∈H

) 5̃ (−f)
]

= �� E
f

[
sup
5 ∈H

) 5 (f) + sup
5̃ ∈H
−) 5̃ (f)

]
= �� E

f

[
sup
5 , 5̃ ∈H

(
) 5 (f) − ) 5̃ (f)

) ]
舨艂舮舳舷舩

定义Ĥ为 H的 n舭覆盖，且有伪度量 3∞,N。选择 5̂ , ˆ̃5 ∈ Ĥ，满足 3∞,N ( 5 , 5̂ ) ≤ n

和 3∞,N ( 5̃ , ˆ̃5 ) ≤ n。可得以下结果：

�� E
f

[
sup
5 , 5̃ ∈H

(
) 5 (f) − ) 5̃ (f)

) ]
= �� E

f

[
sup
5 , 5̃ ∈H

(
) 5 (f) − ) 5̂ (f)

)
+

(
) 5̂ (f) − ) ˆ̃5 (f)

)
+

(
) ˆ̃5 (f) − ) 5̃ (f)

)]
≤ 2�� E

f

[
sup

3∞,N (s,ŝ) ≤n

(
) 5 (f) − ) 5̂ (f)

)]
+ �� E

f

[
sup
ŝ, ˆ̃s∈Ĥn

(
) 5̂ (f) − ) ˆ̃5 (f)

)]
舨艂舮舳舸舩

进一步地，令 Ĥ:为H的 n:舭覆盖。对任意:，选择ŝ:，ˆ̃s:使其满足 3∞,S ( ŝ: , s) ≤ n:

和 3∞,S ( ˆ̃s: , s̃) ≤ n:。具体地，n = n，n0 ≥ 'B。基于此，选择 ŝ0 = ˆ̃s0，n:+1 =
1
2n:，

舱舵舳
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5̂ = 5̂，和 ˆ̃5 = ˆ̃5。另有 5̂: = soft ◦ ŝ: 和 ˆ̃5: = soft ◦ ˆ̃s:。则对所有 s, s̃ ∈ Ĥn，可

将 ) 5̂ (f)表示为

) 5̂ (f) = ) 5̂ (f) = ) 5̂0 (f) +
 ∑
8=1

(
) 5̂: (f) − ) 5̂:−1

(f)
)

和

) ˆ̃5 (f) = ) ˆ̃5 
(f) = ) ˆ̃50

(f) +
 ∑
8=1

(
) ˆ̃5:
(f) − ) ˆ̃5:−1

(f)
)
.

由此可得：

�� E
f

[
sup
ŝ, ˆ̃s∈Ĥn

(
) 5̂ (f) − ) ˆ̃5 (f)

)]
≤ 2 · �� ·

 ∑
8=1

E
f

 sup
Y: ∈Ĥ: ,Ŷ:−1∈Ĥ:−1
3∞,S (Ŷ: ,Ŷ:−1) ≤3n:

(
) 5̂: (f) − ) 5̂:−1

(f)
) .

舨艂舮舳船舩

根据极大值不等式 舨引理舮艂舮舴舮舱舮舲舩可得：

�� E
f

 sup
Y: ∈Ĥ: ,Ŷ:−1∈Ĥ:−1
3∞,S (Ŷ: ,Ŷ:−1) ≤3n:

(
) 5̂: (f) − ) 5̂:−1

(f)
)

≤ 3n:
√

2 log |Ĥ: | · |Ĥ:−1 | ≤ 6n:
√

log(ℭ(n: ,F , 3∞,S)).

舨艂舮舴舰舩

对引理舮艂舮舸进行类似的推导可得：

E
f

[
sup

3∞,N (s,ŝ) ≤n 

(
) 5 (f) − ) 5̂ (f)

)]
≤ #� · (#� − 1) · qℓ · n 舨艂舮舴舱舩

综上可得：

ℜ̂MAUC↓,S (ℓ ◦H) =
1
2
· E
f

[
sup
5 , 5̃ ∈H

(
) 5 (f) − ) 5̃ (f)

) ]
≤ #� · (#� − 1) · qℓ · n +

(
1
��

)
6
∑
8=1

n:
√

log(ℭ(n: ,F , 3∞,S))

≤ #� · (#� − 1) · qℓ · n + 6
 ∑
8=1

n:qℓ · (#� − 1)b (_)
√

log(ℭ(n: ,F , 3∞,S))
#

舨艡舩证明完毕。

基于舨艡舩的结果证明舨艢舩。首先令n: = 2(n: − n:+1) ，且log(ℭ(n,F , 3∞,S) 对于n非递

增。由此可得：

#� · (#� − 1) · qℓ · n + 6
 ∑
8=1

n:qℓ · (#� − 1) · b (_)
√

log(ℭ(n: ,F , 3∞,S))
#

≤ 2#� · (#� − 1) · qℓ · n +1 + 12
 ∑
8=1

(n: − n:+1) · (#� − 1)qℓ · b (_)
√

log(ℭ(n: ,F , 3∞,S))
#

舱舵舴
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进一步可得：

ℜ̂MAUC↓,S (ℓ ◦H) ≤ 12qℓ (#� · (#� − 1) · n +1

+
 ∑
8=1

(n: − n:+1) · (#� − 1) · b (_)
√

log(ℭ(n: ,F , 3∞,S))
#

)
≤ 12qℓ

(
#� · (#� − 1) · n +1 +

∫ 'B

n +1

(#� − 1)b (_)
√

log(ℭ(n: ,F , 3∞,S))
#

3n

+
∫ n0

'B

(#� − 1)b (_)
√

log(ℭ(n: ,F , 3∞,S))
#

3n

)
= 12qℓ

(
#� · (#� − 1) · n +1 +

∫ 'B

n +1

b (_)
√

log(ℭ(n: ,F , 3∞,S))
#

3n

)
由此可知常数应选择 � = 12。令 U = n +1。通过恰当选择 和n0，并令

U =
n0

2 +1，可知对于所有U ∈ [0, 'B]不等式都成立。证明完毕。 �

艂舮舵舮舵 关键引理

艂舮舵舮舵舮舱 一类全连接网络的MAUC↓Rademacher复杂度

引理 艂舮船.

ℜ̂MAUC↓,S (ℓ ◦ soft ◦H�## ,=ℎ
W ) ≤

√
2

2
qℓ'XW#�b (_)

(√
! log 2(#� − 1)

#
+

√
#� (#� − 1)

#

)
+
√

2
2
qℓ#� j(_)

√
1
#

其中 j(_) =
√∑#�

8=1
∑
9≠8

1
d8 ,d 9

, b (_) =
√∑#�

8=1
1
d8
, d8 =

=8
#
.

证明. 由压缩引理，可得到以下泛化界：

ℜ̂MAUC↓,S (ℓ ◦ soft ◦H�## ,=ℎ
W )

≤ qℓ
#�∑
8=1

∑
9≠8

∑
x=∈N 9

E
f (8)

[
sup

6∈soft◦H�##,=ℎ
W

∑
x<∈N8

f
(8)
<

2
· 1
=8= 9
· (6 (8) (x<) − 6 (8) (x=))

]

+ qℓ
#�∑
8=1

∑
x<∈N8

E
f ( 9)

 sup
6∈soft◦H�##,=ℎ

W

∑
9≠8

∑
x=∈N 9

f
( 9)
=

2
· 1
=8= 9
· (6 (8) (x<) − 6 (8) (x=))



舱舵舵
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由上确界的次可加性可得：

ℜ̂MAUC↓,S (ℓ ◦ soft ◦H�## ,=ℎ
W )

≤ qℓ
#�∑
8=1

(#� − 1) · E
f (8)

[
sup

6∈soft◦H�##,=ℎ
W

∑
x<∈N8

f
(8)
<

2
· 1
=8
· (6 (8) (x<))

]
︸                                                                                ︷︷                                                                                ︸

(0)

+ qℓ
#�∑
8=1

E
f ( 9)

 sup
6∈soft◦H�##,=ℎ

W

∑
9≠8

∑
x=∈N 9

f
( 9)
=

2
· 1
= 9
· (6 (8) (x=))

︸                                                                      ︷︷                                                                      ︸
(1)

+ qℓ
#�∑
8=1

∑
9≠8

∑
x=∈N 9

E
f (8)

[
sup

6∈soft◦H�##,=ℎ
W

(6 (8) (x=))
∑
x<∈N8

f
(8)
<

2
· 1
=8= 9

]
︸                                                                              ︷︷                                                                              ︸

(2)

+ qℓ
#�∑
8=1

∑
x<∈N8

E
f ( 9)

sup
6∈soft◦H�##,=ℎ

W

(6 (8) (x<)) ·
∑
9≠8

∑
x=∈N 9

f
( 9)
=

2
· 1
=8= 9

︸                                                                                  ︷︷                                                                                  ︸
(3)

舨艂舮舴舲舩

首先推导 (0) + (1)的界。

根据引理舮艂舮舴和引理舮艂舮舶可知：

(0) + (1) ≤ qℓ
#�∑
8=1

(#� − 1)· E
f (8)

[
sup

5 ∈H�##
W,'B ,=ℎ

∑
x<∈N8

#�∑
2=1

f
(8)
<,2

2
· 1
=8
· ( 5 (2) (x<))

]
+ qℓ

#�∑
8=1

E
f ( 9)

 sup
5 ∈H�##

W,'B ,=ℎ

∑
9≠8

∑
x=∈N 9

#�∑
2=1

f
( 9)
=,2

2
· 1
= 9
· ( 5 (2) (x=))


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递归地将引理舮艂舮舵应用于神经网络的各层：

E
f (8)

 sup
5 ∈H�##

W,'B ,=ℎ

∑
x<∈N8

#�∑
2=1

f
(8)
<,2

2
· 1
=8= 9
· ( 5 (2) (x<))


≤ 1
_

log ©­«exp ©­«_ · Ef (8)
 sup

5 ∈H�##
W,'B ,=ℎ

∑
x<∈N8

#�∑
2=1

f
(8)
<,2

2
· 1
=8= 9
· ( 5 (2) (x<))

ª®¬ª®¬
≤ 1
_

log ©­«©­« Ef (8)
 sup

5 ∈H�##
W,'B ,=ℎ

exp

(
_ ·

∑
x<∈N8

#�∑
2=1

f
(8)
<,2

2
· 1
=8= 9
· ( 5 (2) (x<))

)ª®¬ª®¬
≤ 1
_

log
(
2! · E

f (8)

[
exp

(
_W






 ∑
x<∈N8

#�∑
2=1

f
(8)
<,2

2
· 1
=8= 9
· x<







)] )

E
f ( 9)

 sup
5 ∈H�##

W,'B ,=ℎ

∑
9≠8

∑
x=∈N 9

#�∑
2=1

f
( 9)
=,2

2
· 1
=8= 9
· ( 5 (2) (x=))


≤ 1
_

log
(
2! · E

f ( 9)

exp ©­«_W






∑9≠8 ∑

x=∈N 9

#�∑
2=1

f
( 9)
=,2

2
· 1
=8= 9
· x=







ª®¬

)
.

该结论表明：

(0 + 1) ≤ qℓ
#�∑
8=1

1
_

log
(
2! · E

f

[
exp

(
_W(#� − 1)





 ∑
x<∈N8

#�∑
2=1

f
(8)
<,2

2
· 1
=8
· x<






+ _W







∑9≠8 ∑
x=∈N 9

#�∑
2=1

f
( 9)
=,2

2
· 1
= 9
· x=








)])

,

原因在于当a和 b独立时，具有属性Ea,b ( 5 (a) · 6(a)) = Ea ( 5 (a)) · Eb (6(b))，

记

`8 = W(#� − 1)




 ∑
x<∈N8

#�∑
2=1

f
(8)
<,2

2
· 1
=8
· x<






+ W







∑9≠8 ∑
x=∈N 9

#�∑
2=1

f
( 9)
=,2

2
· 1
= 9
· x=








舨艂舮舴舳舩

为一个和艒艡艤艥艭艡艣艨艥色随机变量相关的随机变量。可得到：

(0) + (1) ≤ qℓ

(
#�∑
8=1

! log 2 + log(Ef exp(_(`8 − E(`8)))
_

+
#�∑
8=1

E
f
(`8)

)
.

可得

#�∑
8=1

E
f
(`8) ≤

√
2

2
W · 'X · (#�)3/2

(
(#� − 1)

#�∑
8=1

·
∑
9≠8

1
d8

)1/2

· 1
√
#
. 舨艂舮舴舴舩
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利用`8的有限差分不等式可得：

E
f

exp (_(`8 − E(`8)) ≤ exp
(
_2E8

2

)
, E8 ≤

#�

4
(#� − 1)2

=8
W2'2

X +
#�

4

∑
9≠8

W2'2
X

= 9
,

舨艂舮舴舵舩

由此可得：(
#�∑
8=1

! log 2 + log(Ef exp(_(`8 − E(`8)))
_

)
≤

©­­­«
#�∑
8=1

! log 2 + (_
2E8

2
)

_

ª®®®¬ 舨艂舮舴舶舩

通过选择 _ =

√
2#�! log 2∑#�

8=1 E8
，可得最优界为：

#�∑
8=1

! log 2 + log(Ef exp(_(`8 − E(`8)))
_

≤

√√√
2#�! log 2 ·

#�∑
8=1

E8

= ' · W ·
√
! log 2

2#
·

√√√
#�∑
8=1

#� − 1
d8

.

舨艂舮舴舷舩

综上：

(0) + (1) ≤
√

2
2
qℓ'XW · (#� (#� − 1))1/2b (_)

(√
#�! log 2

#
+ #�

√
1
#

)
舨艂舮舴舸舩

对于 舨艣舩和 舨艤舩：

(2) ≤ qℓ
#�∑
8=1

∑
9≠8

∑
x=∈N 9

E
f (8)

©­« sup
5 ∈H�##

W,'B ,=ℎ

�� 5 (8) (x=))��ª®¬ ·
����� ∑
x<∈N8

f
(8)
<

2
· 1
=8= 9

�����
(∗)
≤ qℓ ·

#�∑
8=1

∑
9≠8

∑
x=∈N 9

E
f (8)

[����� ∑
x<∈N8

f
(8)
<

2
· 1
=8= 9

�����
] 舨艂舮舴船舩

类似地：

(3)
(∗∗)
≤ qℓ

#�∑
8=1

∑
x<∈N8

E
f ( 9)


������∑9≠8 ∑

x=∈N 9

f
( 9)
<

2
· 1
=8= 9

������
 , 舨艂舮舵舰舩

其中 舨航舩和 舨航航舩由艳良艦艴艭艡艸输出不大于舱得到，即

舱舵舸



附录 艂 第舳章中的证明

sup
5 ∈H�##

W,'B ,=ℎ

| 5 (8)
, ,!
(x=) | ≤ 1 且 sup

5 ∈H�##
W,'B ,=ℎ

| 5 (8)
, ,!
(x<) | ≤ 1.

基于公式舮舨艂舮舴船舩和公式舮舨艂舮舵舰舩，证明完毕。

基于以上分析可知：

(2) + (3) ≤ qℓ ·
#�∑
8=1

∑
9≠8

∑
x=∈N 9

E
f (8)

[����� ∑
x<∈N8

#�∑
2=1

f
(8)
<,2

2
· 1
=8= 9

�����
]

+ qℓ ·
#�∑
8=1

∑
x<∈N8

E
f ( 9)


������∑9≠8 ∑

x=∈N 9

#�∑
2=1

f
(8)
=,2

2
· 1
=8= 9

������


≤ qℓ ·
#�∑
8=1

∑
9≠8

∑
x=∈N 9

√√√√√
E
f (8)


( ∑
x<∈N8

#�∑
2=1

f
(8)
<,2

2
· 1
=8= 9

)2
+ qℓ ·

#�∑
8=1

∑
x<∈N8

√√√√√
E
f ( 9)

©­«
∑
9≠8

∑
x=∈N 9

#�∑
2=1

f
(8)
=,2

2
· 1
=8= 9

ª®¬
2

舨艂舮舵舱舩

可得：

(2) + (3) ≤
√

2
2
· qℓ · j(_) · #�

√
1
#

舨艂舮舵舲舩

此外，可通过艣艨艡艩艮艩艮艧技术给出另一种上界。

引理 艂舮舱舰. 基于定理舮舳舮舷的设定。

对所有 5 ∈ soft ◦H�##
W,'B ,=ℎ

，以下不等式依不低于1 − X的概率成立：

'BDAA ( 5 ) ≤ '̂S ( 5 ) + I�## ,2 ·
√

1
#

其中 b (_) =
√∑#�

8=1
1
d8
, d8 =

=8

#
,

I�## ,2 =�1qℓ

(
29

#�
· b (_) · log3/2 ( · # · #�) · W · 'X · (

√
2 log(2)! + 1) + 1

)
+ �2

� ·
√

log( 2
X
) · b (_)

#�

与定理舮艂舮舵舮舲相同， �1般 �2为常数， = 4 · 'B。

舱舵船



面向复杂场景的艁艕艃优化理论、方法及应用

证明. 由定理舮舳舮舶以及舨艇良艬良艷艩艣艨等般 舲舰舱舸舩中定理舮舱

ℜ̂# ·#� (Π ◦ F) ≤
'XW · (

√
2 log(2)! + 1)
√
#� · #

,

即可完成证明。

艂舮舵舮舵舮舲 一类深度卷积网络的MAUC↓ Rademacher复杂度

引理 艂舮舱舱. 将假设类表示为：

soft ◦ FV,a =
{
g(x) = soft(sV (x)) : sV ∈ FV,a

}
,

FV,a = {BV : R##!−1 → R#� | V ∈ PV,a, '0=64(s%) ⊆ [−'B, 'B]#� }

此外，定义 #̃ =
1∑#�
8=1

1
=8

。假设supG∈X | |E42(x) | | ≤ 'X 以及

'B > 1/min
{√
#,
b (_)
#�
·
√
#?0A (a#! + V + log(3'X · V · #))

}
,

，可得：

ℜ̂MAUC↓,S (ℓ ◦ soft ◦ FV,a)

≤ �̃
(
qℓ · (#� − 1) · 'B · b (_) ·

√
#?0A (a#! + V + log (3V'X#))

#

)
,

舨艂舮舵舳舩

其中 #! = #2>=E + #2>==般 #?0A 为参数总量，�̃为常数。

证明. 由舨艌良艮艧等般 舲舰舲舰般引理舮舳舮舴舩可得

max
I∈ZD
|sV (z) − s̃Ṽ (z) | ≤ sup

G∈X
| |sV (x) − s̃Ṽ (x) | | ≤ 'X · V ·

(
1 + a + V

#!

)#!
· 3## (V, Ṽ).

进一步地，根据舨艌良艮艧等般 舲舰舲舰般 艌艥艭舮艁舮舸舩可得：

log(ℭ(n,FV,a, 3∞,S) ≤ #?0A · log
(
3�!
n

)
,

其中 �! = 'X · V exp(a#! + V)。根据定理舮艂舮舵舮舴舭艢舩可得：

ℜ̂MAUC↓,S (ℓ ◦H) ≤ � · inf
'B≥U≥0©­«#� · (#� − 1) · qℓ · U + qℓ · (#� − 1) ·

∫ 'B

U

√
#?0A (a#! + V + log(3V'X /n))

#̃
3n

ª®¬
舱舶舰
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由于 'B > 1/
√
#，可以选择U =

√
1
#
。该结果由以下不等式得出：

∫ 'B

U

√
#?0A (a#! + V + log(3V'X /n))

#̃
3n ≤ 'B·b (_)·

√
#?0A (a#! + V + log (3V'X#))

#
.

基于 'B > 1/
(
b (_ )
#�
·
√
#?0A (a#! + V + log(3'X · V · #))

)
,可得：

ℜ̂MAUC↓,S (ℓ◦soft◦FV,a) ≤ 2�

(
qℓ · (#� − 1) · 'B · b (_) ·

√
#?0A (a#! + V + log (3V'X#))

#

)
.

舨艂舮舵舴舩

通过选择�̃ = 2�即可完成证明。 �

舱舶舱
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附录 艃 第舵章中的证明

附附附录录录 C 第第第5章章章中中中的的的证证证明明明

艃舮舱 定理 5.3的证明

证明. 艤艳艤艡艤艳

记 U =
U3
2�，有：

1) %̆(LGHO ) > " > 0舮

根据舨艂良艹艤等般 舲舰舰舴舩的第舵舮船舮舲节，令约束−[ � 0和[ − O � 0的拉普拉斯乘子

分别为Ω1，Ω2 ∈ R(3+) )×(3+) )。记 CA ([) = :的拉普拉斯乘子为V。可得，艋艔艔条

件1为舺

LG�� + U[ −Ω1 +Ω2 + VO = 0 舨艃舮舱舩

〈−[,Ω1〉 = 0, 〈[ − O,Ω2〉 = 0, 舨艃舮舲舩

Ω1 � 0,Ω2 � 0,[ � 0, O −[ � 0. 舨艃舮舳舩

记 Ω1，Ω2 和 [的特征值分别为81 = 3806(l18)般 82 = 3806(l28)般 , = 3806(_8)。

由舨艁艮艤色艥艡艮艩等般 舲舰舲舰舩的引理舲可得：

− LG�� = \* (U, + 82 − 81 + VO)\>* , 舨艃舮舴舩

l18 · _8 = 0,∀8 ∈ [#], 舨艃舮舵舩

l28 · (_8 − 1) = 0,∀8 ∈ [#], 舨艃舮舶舩

W8 ≥ 0, l18 ≥ 0, l28 ≥ 0, ∀ 8 ∈ [#], 舨艃舮舷舩

1 ≥ _8 ≥ 0,∀ 8 ∈ [#], 舨艃舮舸舩

CA ([) = :. 舨艃舮船舩

其中 \*包含[的特征向量。分以下几种情形对其分别进行证明：

情形(1): p = k − 1, q = k。说明目标谱间隙是非空的，则原始变量和对偶变量

1由于没有该约束是最优解是可行的，此处省略了约束[ = [>

舱舶舳
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的解为舺

l18 =
(
_8

(
LG��

)
− _:

(
LG��

)
− U

)
· 1 [8 > :] , 舨艃舮舱舰舩

l28 =
(
_:

(
LG��

)
− _8

(
LG��

) )
· 1 [8 ≤ :] , 舨艃舮舱舱舩

V8 = −_:
(
LG��

)
− U, 舨艃舮舱舲舩

[★ =
:∑
8=1

v8v
>
8 . 舨艃舮舱舳舩

情形(2)舮 接下来证明，当 p ≠ k − 1, q ≠ k时结论成立。具体而言，通过以下四

种情形进行说明：

情形 (2a): p ≠ 0, q ≠ T 舮 下列原始变量和对偶变量满足艋艋艔条件：

l18 =

(
_8

(
LG��

)
− _?+1

(
LG��

)
− : − ?
@ − ?U

)
· 1 [8 > @] , 舨艃舮舱舴舩

l28 =

(
_?+1

(
LG��

)
− _8

(
LG��

)
− @ − :
@ − ?U

)
· 1 [8 ≤ ?] , 舨艃舮舱舵舩

V8 = −_?+1
(
LG��

)
− : − ?
@ − ?U, 舨艃舮舱舶舩

[★ =
?∑
8=1

v8v
>
8 +

: − ?
@ − ?

@∑
9=?+1

v 9v
>
9 . 舨艃舮舱舷舩

情形 (2b): p = 0, q ≠ T。由图拉普拉斯矩阵的谱性质可知：

0 = _1(LG�� ) = · · · = _: (LG�� ) = · · · = _@ (LG�� ) ≤ _@+1(LG�� ) ≤ _# (LG�� ). 舨艃舮舱舸舩

下列原始变量和对偶变量满足艋艋艔条件舺

l18 =

(
_8

(
LG��

)
− :
@
U

)
· 1 [8 > @] , 舨艃舮舱船舩

l28 = 0, 舨艃舮舲舰舩

V8 = −
:

@
U, 舨艃舮舲舱舩

[★ =
:

@

@∑
9=1

v 9v
>
9 . 舨艃舮舲舲舩

情形 (2c): p ≠ 0, q = T。由LG�� ≠ 0可知：

_1(LG�� ) ≤ · · · ≤ _? (LG�� ) < _?+1(LG�� ) = · · · = _: (LG�� ) = · · · = _# (LG�� ).

舨艃舮舲舳舩

舱舶舴
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下列原始变量和对偶变量满足艋艋艔条件舺

l18 = 0, 舨艃舮舲舴舩

l28 =

(
_?+1

(
LG��

)
− _8

(
LG��

)
− # − :
# − ?U

)
· 1 [8 ≤ ?] , 舨艃舮舲舵舩

V8 = −_?+1
(
LG��

)
− : − ?
# − ?U, 舨艃舮舲舶舩

[★ =
?∑
8=1

v8v
>
8 +

: − ?
# − ?

#∑
9=?+1

v 9v
>
9 . 舨艃舮舲舷舩

情形(2d): p = 0, q = T。由于LG�� ≠ 0，该情形不可能发生。

至此，说明了在所有U > 0的情形下，有[★ = \�̃\>。至此，对于U > 0的情形，

证明完毕。

2)" = 0。由于[★是一个可行解，足以说明艅艱舮舨舵舮舱舱舩是原问题的一个最优解。根

据定理舵舮舲有：

[★ ∈ argmin
[ ∈Γ

〈
LG�� ,[

〉
若

〈
LG�� ,[

★
〉
=

:∑
8=1

_8 (LG�� ). 舨艃舮舲舸舩

进一步，有：〈
LG�� ,[

★
〉
= CA

(
�̃\>LG��\

)
= CA

(
�̃\>\�\>\

)
= CA

(
�̃�

)
=

?∑
8=1

_8 (LG�� ) +
: − ?
@ − ?

@∑
8=?+1

_?+1(LG�� )

=

?∑
8=1

_8 (LG�� ) + (: − ?) · _?+1(LG�� ) =
:∑
8=1

_8 (LG�� ).

舨艃舮舲船舩

至此，2)证毕。 �

艃舮舲 非凸-非光滑优化的预备知识

艃舮舲舮舱 次梯度

现在介绍本征下半连续函数舨不必为凸函数舩的广义次梯度舨艒良艣艫艡艦艥艬艬艡色 等般

舲舰舰船舩，这是后续收敛性分析的基础。

定义 艃舮舱. 考虑函数 5 : R= → R̄和点Ḡ，其中 5 (Ḡ)是有限的。对于任意向量E ∈ R=，

有：

舱舶舵
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舨舱舩 若

5 (G) ≥ 5 (Ḡ) + 〈E, G − Ḡ〉 + >( |G − Ḡ |); 舨艃舮舳舰舩

则E是 5在Ḡ处的常常常规规规次次次梯梯梯度度度，记作E ∈ m̂ 5 (Ḡ)。

舨舲舩 若存在序列Ga → Ḡ，满足 5 (Ga) → 5 (Ḡ)，且存在E使得Ea ∈ m̂ 5 (Ga)满

足Ea → E，那么E是 5在Ḡ处的广广广义义义次次次梯梯梯度度度，记作E ∈ m 5 (Ḡ)。

注意艡舩中的符号>是单向极限条件的简写舺

lim inf
G→Ḡ,G≠Ḡ

5 (G) − 5 (Ḡ) − 〈E, G − Ḡ〉
|G − Ḡ | ≥ 0 舨艃舮舳舱舩

具体而言，广义次梯度具有下列性质：

性质 艃舮舱 舨次梯度的存在性舩. 舨舨艒良艣艫艡艦艥艬艬艡色等般 舲舰舰船舩的推论舸舮舱舰舩若函数 5 : R= → R̄

正定且在 Ḡ处下半连续，则m 5 (Ḡ)非空。

基于性质舱可知，对于正定且下半连续的函数，广义次梯度总是存在。

性质 艃舮舲 舨局部极小值的广义费马规则舩. 舨定理舱舰舮舱 良艦 舨艒良艣艫艡艦艥艬艬艡色等般 舲舰舰船舩舩若本

征函数 5 : R= → R̄在Ḡ处有一个局部极小值，则 0 ∈ m 5 (Ḡ)。

根据性质舲，当0 ∈ m 5时，定义Ḡ为 5的一个临临临界界界点点点。

性质 艃舮舳 舨广义次梯度舩. 舨舨艒良艣艫艡艦艥艬艬艡色等般 舲舰舰船舩的命题 舸舮舱舲舩若本征函数 5 : R= → R̄

是凸的，则有：

m 5 (x) = {v : 5 (y) ≥ 5 (x) + 〈v, y − x〉 , y ∈ R=} = m̂ 5 (x). 舨艃舮舳舲舩

以上性质表明，次梯度的定义与凸函数的定义相兼容。

艃舮舲舮舲 KL函数

定义 艃舮舲 舨艋艵色艤艹艫艡舭芊良艪艡艳艩艥艷艩艣艺 舨艋艌舩性质舨艁艴艴良艵艣艨等般 舲舰舱舰舻 艚艥艮艧等般 舲舰舱船舩舩. 对于

任意函数� : R= → R ∪ +∞，其自变量x ∈ 3><{m�}。若存在[ ∈ (0, +∞)，存

在一个以 x 为球心，d为半径的开球B(x, d)，且存在一个凹函数 q(C) 满足：舨舱舩

在0处连续，舨舲舩 q(0) = 0，舨舳舩 q ∈ C1 ((0, [))，舨舴舩 q′(G) > 0,∀ G ∈ (0, [)，从而对

于任意y ∈ B(x, d) ∩ [� (x) < � (y) < � (x) + [],下述 艋艌不等式成立舺

q′
(
� (y) − � (x)

)
· 38BC

(
0, m� (y)

)
≥ 1, 舨艃舮舳舳舩

其中，对于集合S ⊂ R=般 38BC (x,S) = inf
y∈S
‖x − y‖，则称该函数�在x ∈ 3><{m�}

处具有KL性质。

舱舶舶
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定义 艃舮舳 舨艋艌函数舨艁艴艴良艵艣艨等般 舲舰舱舰舻 艚艥艮艧等般 舲舰舱船舩舩. 在3><{m�}的每一个点处满

足艋艵色艤艹艫艡舭芊良艪艡艳艩艥艷艩艣艺不等式的本征下半连续函数被称为艋艌函数。

本章使用了两类 艋艌函数舺 半代数函数和可定义函数。首先给出半代数函数和半

代数集的定义。

定义 艃舮舴 舨半代数函数舨艂良艣艨艮艡艫等般 舲舰舱舳舻 艚艥艮艧等般 舲舰舱船舻 艆艵等般 舲舰舱船舩舩. 半代数集合

和半代数函数的定义分别为舺

舨舱舩 若一个集合A ⊂ R=能表示为舺

A =

<⋃
8=1

=⋂
9=1

{
x ∈ R= : ?8 9 (x) = 0, @8 9 (x) > 0

}
,

其中 ?8 9 , @8 9是实多项式函数，且8 ∈ [<], 9 ∈ [=]，则称该集合为半代数集。

舨舲舩 若一个函数的象

�A (ℎ) = {(G, ℎ(G)) : G ∈ 3><(ℎ)}

是一个半代数集，则称其为半代数函数。

在介绍可定义函数之前，首先需要了解半代数的一个扩展概念，即良舭最小结

构舨艂良艬艴艥等般 舲舰舰舷舩，其定义如下舺

定义 艃舮舵 舨良舭最小结构舩. 一个(R, +, ·)上的o-最小结构O=是R
=的可定义子集的一个

布尔代数序列，从而对于每个 = ∈ N，有舺

(1) 若�属于O=，那么，� ×R和R × �均属于 O=+1;

(2) 若Π : R=+1 → R=是到R=的正则投影，则对于任意�属于O=+1，集合Π(�)

属于O=;

(3) O=包含R=的代数子集，即，每个集合均形如：

{G ∈ R= : ?(G) = 0},

其中 ? : R= → R是一个多项式函数。

(4) O1的元素是区间和点的有限并集。

基于良舭最小结构的定义，可以方便给出可定义函数的定义。

定义艃舮舶 舨可定义函数舩. 给定一个((R, +, ·)上的)o-最小结构O,函数 5 : R= → R被

称为是O上可定义的，当其象属于O=+1。

舱舶舷
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注 艃舮舱. 根据舨艖艡艮 艤艥艮 艄色艩艥艳等般 舱船船舶舻 艂良艬艴艥等般 舲舰舰舷舩，下面给出关于良舭最小结构的

一些重要事实。

舨舱舩 半代数集列是一个良舭最小结构。回顾前文，半代数集是集合的布尔组合，

形如：

{G ∈ R= : ?(G) = 0, @1(G) < 0 . . . @<(G) < 0},

其中 ?和@8是R=上的多项式函数。

舨舲舩 在求和、复合、反卷积和其他几种经典分析操作下，良舭最小结构是稳定

的。

下列关于半代数集、半代数函数和可定义函数的性质对后续的分析至关重要：

命题 艃舮舱. 以下事实成立舺

舨舱舩 半代数集的指示函数是半代数函数舨艌艡艵等般 舲舰舱舸舩。

舨舲舩 半代数函数之间的有限和与有限积是半代数函数舨艌艡艵等般 舲舰舱舸舩。

舨舳舩 半代数集的交集与有限并集是半代数集舨艌艡艵等般 舲舰舱舸舩。

舨舴舩 多项式函数是半代数函数。

舨舵舩 半代数函数是可定义函数。

舨舶舩 可定义函数是艋艌函数舨艂良艬艴艥等般 舲舰舰舷舩。

证明. 证明(4)对于任意多项式函数 H = ℎ(G) = ?=(G)，其象可被重新形式化为：

�A (ℎ) = {(G, H) : H − ?=(G) = 0, H − ?=(G) + 1 > 0}. 舨艃舮舳舴舩

显然，H − ?=(G)和H − ?=(G) + 1都是实多项式，证毕。

证明舨舵舩遵循 艒艥艭舮 艃舮舱舭舨舱舩。 �

艃舮舳 证明TFCL优化算法的收敛性

基于上节的预备知识，本小节证明定理舵舮舴和定理舵舮舵。在本节，记替代问

题(V★)的总体目标函数为F (],[)，记原问题 (V)的对应目标函数为 F̃ (],[)。

首先分析 (V★)问题。

引理 艃舮舱. 令 F (],[) = J (]) + U ·
〈
LG�� ,[

〉
+ ]Γ([)，其中 ]Γ(·) 是集合Γ的指

示函数，令] C ,[C表示第C轮学得的参数。对于算法 舶，若J (])是一个可定义函

数般 ∇]J (])是 r舭艌艩艰艳艣艨艩艴艺连续的，且] C ≠ 0,∀C，则有下述性质成立：

舱舶舸
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舨舱舩 舨充分下降条件舩舺 如果 � > r，序列{F (] C ,[C)}是非递增的：

F (] C+1,[C+1) ≤ F (] C ,[C) −min
{
� − r

2
,
U3

2

}
‖Δ(�C)‖2.

其中 Δ(�C) =
[
E42(Δ(])C); E42(Δ([C))

]
，Δ(] C) = ] C+1 −] C，Δ([C) = [C+1 −

[C。

舨舲舩 舨平方可加性舩舺
∑∞
8=1 | |Δ(�C) | |2� < ∞。进一步，有 limC→∞ | |Δ([C) | | = 0，以

及limC→∞ | |Δ(] C) | | = 0。

舨舳舩 舨连续条件舩舺存在一个{]: 9 ,[: 9 } 9 的子序列，存在一个聚点{]★,[★}，满

足：

{]: 9 ,[: 9 } → {]★,[★},F (]: 9 ,[: 9 ) → F (]★,[★).

舨舴舩 舨艋艌性质舩：F (·, ·)是一个 艋艌函数。

舨舵舩 舨相对误差条件舩：对于任意C ∈ N，下式成立：

38BC (0, mΘF (] C+1,[C+1)) ≤
[
� + r + U1(

√
3 +
√
) + 2)

]
·
�����C+1 −�C ����

�
. 舨艃舮舳舵舩

艃舮舳舮舱 引理C.1的证明

证明. 艤艳艡艤艳艡

证明(1)舺

由于J (·)是r舭艌艩艰艳艣艨艩艴艺连续函数，对于第C + 1轮迭代舺

J (] C+1) ≤J (] C) +
〈
∇]J (] C),Δ(] C)

〉
+ r

2
‖Δ(] C)‖2� . 舨艃舮舳舶舩

将] C带入]，[子问题的唯一解为[C+1，由于子问题是 U3舭强凸的，有：

U1 ·
〈
JC+1, |] C |

〉
+ ]Γ([C+1) +

U3

2
‖[C+1‖2�

≤U1 ·
〈
JC , |] C |

〉
+ ]Γ([C) +

U3

2
‖[C ‖2� −

U3

2
| |Δ[C | |2� .

舨艃舮舳舷舩

对于] 子问题，有舺

argmin
]

1
2




] − ]̃ C




2

�
+ U1

�
·
〈
JC+1, |] |

〉
+ U2

2�
‖]‖2� , 舨艃舮舳舸舩

可知该问题是强凸的，说明解]:+1是该子问题的最小值。从而：

舱舶船
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〈
∇]J (] C),Δ] C

〉
+ �

2
‖Δ] C ‖2� + U1 ·

〈
JC+1, |] C+1 |

〉
+ U2

2
‖] C+1‖2�

≤U1 ·
〈
JC+1, |] C |

〉
+ U2

2
‖] C ‖2� .

舨艃舮舳船舩

综合舨艃舮舳舶舩， 舨艃舮舳舷舩，舨艃舮舳船舩可得：

F (] C+1,[C+1) ≤ F (] C ,[C) −min{� − r
2

,
U3

2
} · | |Δ(ΘC) | |2� , 舨艃舮舴舰舩

至此完成了舱舩的证明。

证明(2)舺

将舨艃舮舴舰舩， C = 1, 2, · · ·进行求和，基于事实F (·, ·) ≥ 0，有

∞∑
C=1

min{� − r
2

,
U3

2
} · | |Δ(�C) | |2� ≤ F (]0,[0). 舨艃舮舴舱舩

根据假设F (]0,[0) < ∞，从而直接证明：Δ(]:) C→∞→ 0，且Δ([C) C→∞→ 0。

证明(3)舺

接下来证明序列{] t ,[C}C存在聚点。对所有C ∈ N，由于[C ∈ Γ般故{[C}是有

界的。类似地，由于损失序列{F (] C ,[C)}非递增，有‖] C ‖ ≤
√

2F ([0,] 0)
U2

，故序

列{] C}是有界的。根据艂良艬艺艡艮良舭艗艥艩艥色艳艴色艡艳艳定理，任意一个有界序列必定有收敛

子列，从而直接证明{] C ,[C}中至少存在一个聚点。

下面证明连续条件。选取任意一个收敛子序列{] C 9 ,[C 9 } 9，设其聚点为]★,[★。

假设J是连续函数，可知F (],[) − ]([)也是连续的，必定有

lim
9→

F (]: 9 ,[: 9 ) − ]([: 9 ) = F (]★,[★) − ]([★)

从而只需证明lim 9→∞ ]([: 9 ) = ]([★)。由于](·)是下半连续函数，可知

lim inf
9→∞

]([: 9 ) ≥ ]([★)

舱舷舰
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从而只需证lim sup 9→∞ ]([: 9 ) ≤ ]([★)。给定任意 C 9，固定]
C 9−1，可知[C 9是[舭子

问题的最优值，因此得到舺

U1 ·
〈
JC 9 , |] C 9−1 |

〉
+ ]Γ([C 9 ) +

U3

2
‖[C 9 ‖2�

≤U1 ·
〈
J★, |] C 9−1 |

〉
+ ]Γ([★) +

U3

2
‖[★‖2� .

舨艃舮舴舲舩

将上述不等式两边同时对 9取极限 9 →∞，得舺

]Γ([C 9 ) ≤ ]Γ([★), 9 →∞. 舨艃舮舴舳舩

从而得到lim sup 9→∞ ]([: 9 ) ≤ ]([★)。

证明(4)舺

根据命题 艃舮舱，多项式函数是半代数函数，从而可知正则化 U2
2 ‖]‖

2
�
，U3

2 ‖[‖
2
�

艳是

半代数函数。

现在证明
〈
LG�� ,[

〉
是半代数函数。由于

〈
LG�� ,[

〉
=

)∑
8=1

3+)∑
9=3

LG�� 8 9*8 9 +
3+)∑
8=3

3∑
9=1

LG�� 8 9*8 9 ,

且

LG�� 8 9*8 9 =



[
1[8 = 9] · (∑)

:=1 |, |8:*8 9)
]
− |, |8, 9−3*8 9 , 8 ≤ 3, 9 > 3,[

1[8 = 9] · (∑3
:=1 |, |: 9*8 9)

]
− |, | 9 ,8−3*8 9 , 8 > 3, 9 ≤ 3,

0 , >Cℎ4AF8B4,

,

因为
〈
LG�� ,[

〉
形如H = |G1 | · G2的函数的求和，综合命题 艃舮舱可知，当H = |G1 | · G2是

半代数函数时，
〈
LG�� ,[

〉
也是半代数函数。此函数的象可形式化为

{(G1, G2, H) : H + G1 · G2 = 0, G1 < 0} ∪ {(G1, G2, H) : H − G1 · G2 = 0, G1 > 0},

从而易知其是半代数函数，故
〈
LG�� ,[

〉
是半代数函数。

现在说明指示函数 ]Γ([)是半代数函数。根据命题 艃舮舱，只需说明Γ是半代数集。

易将Γ重新形式化为：

Γ = {[ : [ = [>, [ � 0, O −[ � 0, CA ([) = :}. 舨艃舮舴舴舩

舱舷舱
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显然，

Γ1 = {[ : [ = [>}

= ∩1≤8≠ 9≤={*8 9 : *8 9 = * 98} = ∩1≤8≠ 9≤={*8 9 : *8 9 = * 98, *8 9 −* 98 + 1 > 0}.

舨艃舮舴舵舩

故Γ1是半代数集。

对于Γ2，有

Γ2 = {[ : CA ([) = :} = {[ : CA ([) = :, CA ([) − : + 1 > 0}, 舨艃舮舴舶舩

证明Γ2是半代数集。

现在证明Γ3 = {[ ∈ R#×# : [ � 0}是半代数集。根据半正定矩阵的基本

性质可知[ � 0当且仅当所有主子式都是非负的。具体来说，给定矩阵[，由

矩阵[第:1, :2, · · · :;行上的所有第:1, :2, · · · :;个元素组成的; × ;维矩阵[:1,:2, · · ·:;，

称为主子矩阵舨1 ≤ ; ≤ #和:1, :2, · · · :; ∈ {1, 2, · · · ;}舩。此外，[:1,:2, · · ·:;的

行列式被称为[的主子式。从而，对任意;，任意:1, :2, · · · :;， [ � 0等价

于−�4C ([):1,:2, · · ·:; ≤ 0，可被重写为舺

[ ∈
⋂

1≤;≤#

⋂
:1,:2, · · ·:;

{[ : −�4C ([:1,:2, · · ·:; ) ≤ 0}. 舨艃舮舴舷舩

根据行列式的定义，�4C ([;)可被表示为一个以[;为元素的多项式函数，从

而Γ3是半代数集舨0是实数多项式函数舩。Γ4 = {[ ∈ R#×# : O − [ � 0} 的证明

同Γ3的证明。

根据命题 艃舮舱般 Γ = Γ1 ∩ Γ2 ∩ Γ3 ∩ Γ4是半代数集，]Γ(·)同理。

由于半代数函数是可定义函数，F的所有求和是可定义函数，证明了F (],[)是

一个艋艌函数。

证明(5)舺

根据[C+1关于[子问题在第 C + 1轮迭代的最优性，可知：

0 ∈ U1 · LCG�� + m[ ]Γ([
C+1) + U3[

C+1

= m[F (] C+1,[C+1) + U1 · (LC+1G�� − L
C
G�� ).

舨艃舮舴舸舩
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相应地，有 ∃g[ ∈ m[F (] C+1,[C+1)，从而

‖g[ ‖ = U1 · | |LC+1G�� − L
C
G�� | | 舨艃舮舴船舩

≤ U1 ·
( ����3806( |] C |1)−3806( |] C+1 |1)

���� + ����3806( |] C> |1)−3806( |] C+1> |1)
���� )

舨艃舮舵舰舩

+ U1 ·
(
2 ·

����|] C | − |] C+1 |
���� ) 舨艃舮舵舱舩

≤ U1(
√
: +
√
) + 2) · ‖] C −] C+1‖. 舨艃舮舵舲舩

因此，

38BC (0, m[F (] C+1,[C+1)) ≤ U1(
√
3 +
√
) + 2) · ‖] C −] C+1‖. 舨艃舮舵舳舩

根据] C+1关于] 子问题在第C + 1轮迭代的最优性可知：

0 ∈ ∇,J (] C) + � · (] C+1 −] C)+

U · m]
(] C+1,[C+1) + U2 ·] C+1

= m]F (] C+1,[C+1)

+ � · (] C+1 −] C) + ∇,J (] C) − ∇,J (] C+1).

舨艃舮舵舴舩

相应地， ∃g] ∈ m]F (] C+1,[C+1)，从而

| |g] | | = | |� · (] C+1 −] C) + ∇,J (] C) − ∇,J (] C+1) | |.

由于J 是r舭艌艩艰艳艣艨艩艴艺连续的，有：

| |g] | | ≤ (� + r) · | |] C+1 −] C | |.

因此

38BC (0, m,F (] C+1,[C+1)) ≤ (� + r) · | |] C+1 −] C | |. 舨艃舮舵舵舩

根据公式舨艃舮舵舳舩和公式舨艃舮舵舵舩有：

38BC (0, mΘ(F (] C+1,[C+1))

≤ 38BC (0, m[F (] C+1,[C+1)) + 38BC (0, m]F (] C+1,[C+1))

≤
[
� + r + U1(

√
3 +
√
) + 2)

]
·
����] C+1 −] C

����
�

≤
[
� + r + U1(

√
3 +
√
) + 2)

]
·
�����C+1 −�C ����

�
.

�
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艃舮舳舮舲 定理5.4的证明

证明. 由舨艁艴艴良艵艣艨 等般 舲舰舱舳舩的引理舲舮舶，根据充分下降条件、连续条件、艋艌 性质

和相对误差条件，舨舱舩成立舨见引理艃舮舱舩。

根据引理艃舮舱舭舨舱舩，损失函数 F 是非递增的，下界为0，因此，{F (] C ,[C)}C收

敛。进一步，由于(] C ,[C) C→∞→ (]★,[★)，(]★,[★)是参数序列的唯一聚点，根

据艃舮舱舭舨舳舩，有 F (] C ,[C) C→∞→ F (]★,[★)。从而舲舩得证。

根据引理艃舮舱舭舨舵舩有：

)∑
8=1

38BC (0, mΘF (] C ,[C))2 ≤ +∞, 舨艃舮舵舶舩

从而证明舨舳舩。 �

艤艳艳艡艤

最后，基于定理舵舮舲和定理舵舮舴，证明所提出算法关于原问题 (V)的收敛性。

艃舮舳舮舳 定理5.5的证明

证明. (1)的证明

根据定理舵舮舴可知(] C ,[C) C→∞→ (]★,[★)和F (] C ,[C) C→∞→ F (]★,[★)。由此足以

证明(]★,[★)为F̃的临界点。

由引理艃舮舱舭舨舵舩可知，38BC (0, m]F (] C ,[C)) → 0，38BC (0, m[F (] C ,[C)) → 0。

由此可知：

0 ∈ m]F (] C ,[C), C →∞, 舨艃舮舵舷舩

且

0 ∈ m[F (] C ,[C), C →∞. 舨艃舮舵舸舩

[固定时，F (],[)相对于]是凸函数。同时，F (],[)在]固定时相对于[为凸

函数。综合性质 艃舮舳、式 舨艃舮舵舷舩及式 舨艃舮舵舸舩可得：

lim
C→∞

F (],[C) − F (] C ,[C) ≥ 0 舨艃舮舵船舩

且

lim
C→∞

F (] C ,[) − F (] C ,[C) ≥ 0 舨艃舮舶舰舩

舱舷舴
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由于F相对于]连续，故有 limC→∞F (] C ,[) = F (]★,[)。此外，由于

lim
C→∞

F (],[C) − ]Γ([C) = F (],[★) − ]Γ([★)

且

lim
C→∞

]Γ([C) = ]Γ([★)

（已在引理艃舮舱舭舨舳舩中证明[★是唯一聚点）有 limC→∞F (],[C) = F (],[★)。结合

已知条件F (] C ,[C) C→∞→ F (]★,[★)，可得：

0 ∈ m]F (]★,[★),

且

0 ∈ m[F (]★,[★).

显然，m]F (]★,[★) = m] F̃ (]★,[★)，即0 ∈ m] F̃ (]★,[★)。因为0 < U3 <

2�minC X̆(LCG�� )，所以[
★是*舭子问题的唯一最优解。进一步，[★ 满足定理舵舮舳，

且是min[ F̃ (]★,[)的解。因此，0 ∈ m[F̃ (]★,[★)。综上所述，可证：

0 ∈ mF̃ (]★,[★). 舨艃舮舶舱舩

(2)和(3)的证明

同舨舱舩的证明逻辑相似，从

0 ∈ m]F (] C ,[C), 0 ∈ m[F (] C ,[C)

可推出

0 ∈ m] F̃ (] C ,[C), 和 0 ∈ m[F̃ (] C ,[C) 舨艃舮舶舲舩

以下可通过定理舵舮舴和引理艃舮舱的方法证明舨舲舩和舨舳舩。 �

艃舮舴 分组效应的证明

引理 艃舮舲. 舨艡舩 假设对于所有∞ > ^ > 0有sup‖] ‖� ≤^ ‖∇]J (])‖∞ ≤ s(^) <

∞成立。若算法舶于第T轮迭代停止，则：

Supp(]T ) ⊆
{
(8, 9) : | | f T8 − f T3+ 9 | |22 < X1

}
舨艃舮舶舳舩

其中

X1 =
�

U1
·
(
�0 +

s(�0)
�

)
=
�

U1
^0, �0 =

(
2
U2
· nT −1

)1/2

.

舱舷舵
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舨艢舩 若min(8, 9) |,̃T
8, 9 | ≥ X0 > 0，则：{
(8, 9) : | | f T8 − f T3+ 9 | |22 < X2

}
⊆ Supp(]T ) 舨艃舮舶舴舩

其中 X2 =
�

U1
· X0。

证明. (a)的证明：

由于,̃T
8 9 = ,

T −1
8 9 −

[∇]J (] T −1)]
8 9

�
，根据假设sup‖] ‖� ≤^ ‖∇]J (])‖∞ ≤ s(^) <

∞，可得：

|,̃T
8 9 | ≤

(
max
(8, 9)
|,T −1

8 9 | +
s(�0)
�

)
.

进而得到：

max
(8, 9)
|,T −1

8 9 | ≤
√

2
U2
· nT −1 = �0, max

(8, 9)
|,̃T

8 9 | ≤ ^0.

由于]T ← B6=( ˜]T )
(����� ˜]

T

1 + U2
�

����� − U1
�+U2

JT

)
+

，当(8, 9) ∈ Supp(]T )时，有：

| | f T8 − f T3+ 9 | |2 = �T
8, 9 <

�

U1
·
��� ˜]T

8, 9

��� ≤ �

U1
·
(
max
(8, 9)
|,T −1

8 9 | +
s(�0)
�

)
≤ �

U1
·
(
�0 +

s(�0)
�

)
= X1.

(b)的证明：

由舨艢舩，当
�

U1
X0 > �

T
8, 9时般

������ ˜]
T
8, 9

1 + U2
�

������ > U1
�+U2

�T
8, 9。根据算法舶，|]T

8, 9 | > 0成立。 �

引理 艃舮舳. 舨艙艩艮等般 舲舰舱舸般引理舱舩令^与_为R=×=的两个正交矩阵。令^ = [^0, ^1]

且_ = [_0,_1]，其中 ^0和_0分别为^和_的第 列，则有：

‖^0^
>
0 − _0_

>
0 ‖� ≤

√
2‖^>0_1‖� . 舨艃舮舶舵舩

引理 艃舮舴 舨艳艩艮艥 Θ舩. 舨艙艵 等般 舲舰舱舴般 定理舱舩 令�, �̂均为对称方阵，且特征值分别

为_1 ≥ · · · , _?和_̂1 · · · _̂?。固定1 ≤  ≤ ?，且令 ^0 = [v1, v2, · · · , v ] ∈ R?× ，

_̂0 = [v̂1, v̂2, · · · , v̂ ]，^1 = [v +1, · · · , v ?]，_1 = [v̂ +1, · · · , v̂ ?]。对于1 ≤ 9 ≤ ?，

有�v 9 = _ 9v 9和�̂v̂ 9 = _̂ 9 v̂ 9。若X = |_̂ +1 − _ | > 0，则有：

‖^>0_1‖� ≤
‖� − �̂‖�

X
舨艃舮舶舶舩

舱舷舶



附录 艃 第舵章中的证明

证明. LT
G��和L★G��分别为二部图GT和G★对应的图拉普拉斯矩阵。令 vT1 , · · · , vT:

和v★1 , · · · , v★:分别为LT
G��和L★G��最小的:个特征根，且有\

T
: = [vT1 · · · , vT: ]，\

★
: =

[vT1 · · · , vT: ]，[
T = \T

: \
T >
: ，[

★ = \★:\
★>

: 。根据引理艃舮舳和引理艃舮舴有舺

max
(8, 9)
|[T
8, 9 −[★8, 9 | ≤ | |[T −[★| |� ≤

√
2| |LT

G�� − L
★
G�� | |�

_:+1(LT
G�� )

舨艃舮舶舷舩

因为]T ∈ H�0 ，且]
★ ∈ H�0，所以：

| |LT
G�� −L

★
G�� | |� ≤ (

√
3 + ) +

√
2) · | |]T −]★| |� ≤ 2 · (

√
3 + ) +

√
2) ·�0 舨艃舮舶舸舩

根据谱嵌入的定义，有：

max
(8, 9)
|�T

8, 9 −�★8, 9 | ≤ 4 ·max
(8, 9)
|[T
8, 9 −[★8, 9 | ≤ 8

√
2 · (
√
3 + ) +

√
2) · �0

_:+1(LT
G�� )

= 8
√

2b.

舨艃舮舶船舩

同理可知：

�T
8, 9 ∈ [�★8, 9 − 8

√
2b, �★8, 9 + 8

√
2b] 舨艃舮舷舰舩

由于G★
��
包含:个连通分量，故有

�★8, 9 =


1
=G (8)

+ 1
=G ( 9)

≥ 1
=
↑
1

+ 1
=
↑
2

= V, G★(8) ≠ G★( 9)

0, 良艴艨艥色艷艩艳艥舮

根据假设有：

min
(8, 9):G★ (8)≠G★ ( 9)

�T
8, 9 ≥ V − 8

√
2b > 8

√
2b ≥ max

(8, 9):G★ (8)=G★ ( 9)
�T
8, 9 . 舨艃舮舷舱舩

针对舨艡舩，由于8
√

2b < X1 < V − 8
√

2b，故：{
(8, 9) : | | f T8 − f T3+ 9 | |22 < X1

}
=

{
(8, 9) : G (8) = G ( 9)

}
针对舨艢舩，由于8

√
2b < min {X1, X2} ≤ max {X1, X2} < V − 8

√
2b，故有：{

(8, 9) : | | f T8 − f T3+ 9 | |22 < X1
}
=

{
(8, 9) : | | f T8 − f T3+ 9 | |22 < X2

}
=

{
(8, 9) : G (8) = G ( 9)

}
.

由引理艃舮舲，证毕。 � �

舱舷舷
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艃舮舵 个性化属性预测模型的优化方法

艃舮舵舮舱 收敛性分析

下面证明J =
∑
8 ℓ8的梯度是艌艩艰艳艣艨艩艴艺连续的，且相对于�g的偏微分有界。注

意下文中交替使用了三种等价的经验损失表达形式：J，J (�)和J (�2,�6,� ?)，

其中� = [�2; E42(�6); E42(� ?)]。

引理 艃舮舵. 若数据满足如下有界条件：

∀8, ‖^ (8) ‖2 = o-8 < ∞, =+,8 ≥ 1, =−,8 ≥ 1.

舨舱舩 给定任意两个不同的参数],] ′，有：

‖∇J (�) − ∇J (� ′)‖� ≤ rKΔ�

舨舲舩 对于任意∞ > b2 > 0般∞ > b6 > 0，∞ > b? > 0，有：

sup
‖�2 ‖2≤b2 , ‖�6 ‖� ≤b6 , ‖�? ‖� ≤b?

‖∇�gJ ‖� ≤ p(b2, b6, b?) 舨艃舮舷舲舩

其中 � = [�2; E42(�6); E42(� ?)]， � ′ = [� ′; E42(� ′6); E42(� ′?)]， Δ� = ‖� −

� ′‖， rK = 3)
√
(2) + 1)max8

{
=8o

2
-8

=+,8=−,8

}
，

p(b2, b6, b?) =
=8o-8√
=+,8=−.8

∑)
8=1

(
(b2 + b6 + b?)

o-8√
=+,8
+ 1

)
。

证明. (1)的证明

记

3!8 = ^
(8)>L(8)

�*�
^ (8) (] (8) −] ′(8)),

32 = ∇�2J (�) − ∇�′2J (�
′),

3 (8)6 = ∇� (8)6 J (�) − ∇�′ (8)6 J (� ′),

3 (8)? = ∇� (8)? J (�) − ∇�′(8)? J (� ′).

注意到：

] (8) = �2 +� (8)6 +� (8)? , ] ′(8) = � ′2 +� ′(8)6 +� ′(8)?

舱舷舸



附录 艃 第舵章中的证明

因此有：

‖∇J (�) − ∇J (� ′)‖

=

(
‖32‖2 +

∑
8

‖3 (8)6 ‖2 +
∑
8

‖3 (8)? ‖2
)1/2

≤ ‖32‖ +
∑
8

‖3 (8)6 ‖ +
∑
8

‖3 (8)? ‖

= ‖
)∑
8=1

3!8‖ + 2
)∑
8=1

‖3!8‖

≤ 3�<0G
)∑
8=1

‖] (8) −] ′(8) ‖

≤ 3�<0G)
(
‖�2 −� ′c ‖ +

)∑
8=1

‖� (8)6 −� (i) ′g ‖ +
)∑
8=1

‖�p (8) −�p (8) ′‖
)

≤ 3�<0G)
√

2) + 1‖� −� ′‖

舨艃舮舷舳舩

其中，

�<0G = max
8

(
‖^ (8)>L(8)

�*�
^ (8) ‖2

)
.

为证明上述不等式，有：

∀8, ‖^ (8)>L(8)
�*�

^ (8) ‖2 ≤ ‖^ (8) ‖22‖L
(8)
�*�
‖2. 舨艃舮舷舴舩

且根据舨艚艨艡艮艧般 舲舰舱舱舩中定理舳舮舳可得：

‖L(8)
�*�
‖2 =

=8

=+,8=−,8
. 舨艃舮舷舵舩

综合艃舮舷舴和艃舮舷舵上述不等式成立，舨舱舩证毕。

(2)的证明

省略上标，有：

sup‖∇�gJ ‖� ≤
)∑
8=1

sup‖∇�g
(8)J ‖2

≤
)∑
8=1

sup‖^ (8)>L(8)
�*�

^ (8) ‖2 · ‖] (8) ‖2 + ‖^ (8)
>L(8)

�*�
‖2 · ‖ ỹ (8) ‖2

≤ =8o-8√
=+,8=−.8

)∑
8=1

(
(b2 + b6 + b?)

o-8√
=+,8
+ 1

)
= p(b2, b6, b?).

舨艃舮舷舶舩

�
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艤艳艡艤艳艡

同问题(V)相似，此处定义(W)的替代问题，且命名为(W★)：

(W★) min
�,[ ∈Γ

J (�2,�6,� ?)+
U1

2
‖�2‖22+U2 〈�G ,[〉+

U3

2
‖�6‖2� +U4‖� ?‖1,2+

U5

2
‖[‖2� .

舨艃舮舷舷舩

此外，记替代目标函数为：

F (�2,�6,� ?,[) = F̃ (�2,�6,� ?,[) +
U5

2
‖[‖2� .

针对该问题，显然存在与算法舷相似的解法，且具有以下性质：

引理艃舮舶. 记FC = F (� C2,� C6,� C?,[C)，(� C2,� C6,� C?,[C)为第C轮迭代的参数，取� >

rΘ，0 < U5 < 2�minC X̆(LCG�� ) < +∞，则以下性质成立：

舨舱舩 当以下条件满足时，序列{FC}非递增：

FC+1≤FC−min
{
� − rK

2
,
U5

2

}
·
(
‖Δ(� C2)‖2�+‖Δ(� C6)‖2�+‖Δ(� C?)‖2�+‖Δ([C)‖2�

)
,

其中 Δ(� C2) = � C+12 − � C2， Δ(� C6) = � C+16 − � C6，Δ(� C?) = � C+1? − � C?，Δ([C) =

[C+1 −[C。

舨舲舩
∑∞
8=1‖Δ(� C2)‖2� + ‖Δ(�

C
6)‖2� + ‖Δ(�

C
?)‖2� + ‖Δ([C)‖2� < ∞。进一步，有：

limC→∞ | |Δ(�C2) | | = 0 limC→∞ | |Δ(�C6) | | = 0 limC→∞ | |Δ(�C?) | | = 0 limC→∞ | |Δ([C) | | =

0。

舨舳舩 存在{�2: 9 ,�6: 9 ,�?
: 9 ,[: 9 }的子序列，存在聚点{�2★,�6★,�?

★,[★}使得：

{�2: 9 , �6: 9 , �?
: 9 , [: 9 } → {�2★, �6★, �?

★, [★},

F (�2: 9 , �6: 9 , �?
: 9 , [: 9 ) → F (�2★, �6★, �?

★, [★).
舨艃舮舷舸舩

舨舴舩 F (·, ·, ·, ·)为 !函数。

舨舵舩 次梯度满足：

38BC (0, mΘF (� C2,� C6,� C?,[C)) ≤
[
3 · (� + rΘ) + U1(

√
3 +
√
) + 2)

]
· ‖� C −� C−1‖.

舨艃舮舷船舩

证明. 由于∇J为rΘ舭艌艩艰艳艣艨艩艴艺连续，以下结论成立：

JC+1 ≤JC +
〈
∇�2JC ,Δ

(
� C2

)〉
+

〈
∇�6JC ,Δ

(
� C6

)〉
+

〈
∇�?JC ,Δ

(
� C?

)〉
+ rΘ

2
·
[
‖Δ(� C2)‖2� + ‖Δ(� C6)‖2� + ‖Δ(� C?)‖2�

]
.

舨艃舮舸舰舩
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由式 舨艃舮舸舰舩和子问题的强凸性，舨舱舩的证明与引理艃舮舱相似。由每个子问题的最优

条件，舨舲舩的证明与引理艃舮舱中舨舲舩的证明相似。根据波尔查诺舭魏尔斯特拉斯定理、

每个子问题的最优条件，以及损失函数连续且下界远大于舰可知，舨舳舩的证明与引

理艃舮舱中舨舳舩的证明相似。由于损失函数J为�2,�6,� ?的多项式函数，故J正定。

类似地，‖�2‖22是可定义的。由舨艌艡艵等般 舲舰舱舸舩可知| |�6 | |1,2同样是可定义的。综合

引理艃舮舱中证明，可知F (·, ·, ·, ·)是可定义的且为艋艌函数，由此舨舴舩证毕。 �

以下给出定理舵舮舷的证明：

证明. 证明过程同舵舮舴，可由引理艃舮舶、及定理舵舮舵得出。 �

最后，可将定理舵舮舶的证明扩展至定理舵舮舸：

证明. 证明过程同引理艃舮舵舭舨舲舩、定理舵舮舶相似。唯一差别为由于�̃C非增，从而：

‖� C2‖� ≤

√
�̃0

U3
, ‖� C6‖� ≤

√
�̃0

U2
, ‖� C?‖� ≤ ‖� C?‖1,2 ≤ 2 · �̃0

U4
. 舨艃舮舸舱舩

�
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艣艬艵艳艴艥色艩艮艧 艛艃艝舯舯艃艖艐艒舮 舲舰舱舱舺 舱舸舰舱舭舱舸舰舷舮

艆艡艷艣艥艴艴 艔舮 艁艮 艩艮艴色良艤艵艣艴艩良艮 艴良 艒艏艃 艡艮艡艬艹艳艩艳 艛艊艝舮 艐艡艴艴艥色艮 艒艥艣良艧艮艩艴艩良艮 艌艥艴艴艥色艳般 舲舰舰舶般 舲舷舨舸舩舺 舸舶舱舭舸舷舴舮

艆艡艷艣艥艴艴 艔舮 艁艮 艩艮艴色良艤艵艣艴艩良艮 艴良 艒艏艃 艡艮艡艬艹艳艩艳 艛艊艝舮 艐艡艴艴艥色艮 艒艥艣良艧艮艩艴艩良艮 艌艥艴艴艥色艳般 舲舰舰舶般 舲舷舨舸舩舺 舸舶舱舭舸舷舴舮

艆艥色色艩 艃般 艈艥色艮苡艮艤艥艺舭艏色艡艬艬良 艊般 艓艡艬艩艤良 艍 艁舮 艖良艬艵艭艥 艵艮艤艥色 艴艨艥 艒艏艃 艳艵色艦艡艣艥 艦良色 艭艵艬艴艩舭艣艬艡艳艳 艰色良艢艬艥艭艳

艛艊艝舮 艅艵色良艰艥艡艮 艃良艮艦艥色艥艮艣艥 良艮 艍艡艣艨艩艮艥 艌艥艡色艮艩艮艧般 舲舰舰舳舺 舱舰舸舭舱舲舰舮

艆色艥艵艮艤 艙般 艓艣艨艡艰艩色艥 艒 艅舮 艅艸艰艥色艩艭艥艮艴艳 艷艩艴艨 艡 艮艥艷 艢良良艳艴艩艮艧 艡艬艧良色艩艴艨艭 艛艃艝舯舯艓艡艩艴艴艡 艌舮 艉艮艴艥色艮艡艴艩良艮艡艬

艃良艮艦艥色艥艮艣艥 良艮 艍艡艣艨艩艮艥 艌艥艡色艮艩艮艧舮 艍良色艧艡艮 艋艡艵艦艭艡艮艮般 舱船船舶舺 舱舴舸舭舱舵舶舮

艆色艥艵艮艤 艙般 艉艹艥色 艒般 艓艣艨艡艰艩色艥 艒 艅般 艥艴 艡艬舮 艁艮 艥舞艣艩艥艮艴 艢良良艳艴艩艮艧 艡艬艧良色艩艴艨艭 艦良色 艣良艭艢艩艮艩艮艧 艰色艥艦艥色艥艮艣艥艳 艛艊艝舮

艊良艵色艮艡艬 良艦 艭艡艣艨艩艮艥 艬艥艡色艮艩艮艧 色艥艳艥艡色艣艨般 舲舰舰舳般 舴舨艎良艶舩舺 船舳舳舭船舶船舮

艆色艥艵艮艤 艙般 艉艹艥色 艒 艄般 艓艣艨艡艰艩色艥 艒 艅般 艥艴 艡艬舮 艁艮 艥舞艣艩艥艮艴 艢良良艳艴艩艮艧 艡艬艧良色艩艴艨艭 艦良色 艣良艭艢艩艮艩艮艧 艰色艥艦艥色艥艮艣艥艳

艛艊艝舮 艊舮 艍艡艣艨舮 艌艥艡色艮舮 艒艥艳舮般 舲舰舰舳般 舴舺 船舳舳舭船舶船舮

艆艵 艙般 艌艩艵 艃般 艌艩 艄般 艥艴 艡艬舮 艐艡色艳艩艭良艮艩良艵艳 艤艥艥艰 艬艥艡色艮艩艮艧舺 艁 艤艩舛艥色艥艮艴艩艡艬 艩艮艣艬艵艳艩良艮 艡艰艰色良艡艣艨 艷艩艴艨 艧艬良艢艡艬

艣良艮艶艥色艧艥艮艣艥 艛艊艝舮 艡色艘艩艶 艰色艥艰色艩艮艴 艡色艘艩艶舺舱船舰舵舮舰船舴舴船般 舲舰舱船舮

艆艵艪艩艮良 艁般 艕艥艤艡 艎舮 艁 艳艥艭艩舭艳艵艰艥色艶艩艳艥艤 艁艕艃 良艰艴艩艭艩艺艡艴艩良艮 艭艥艴艨良艤 艷艩艴艨 艧艥艮艥色艡艴艩艶艥 艭良艤艥艬艳 艛艃艝舯舯艉艅艅艅

艉艮艴艥色艮艡艴艩良艮艡艬 艃良艮艦艥色艥艮艣艥 良艮 艄艡艴艡 艍艩艮艩艮艧舮 舲舰舱舶舺 舸舸舳舭舸舸舸舮

艇艡良 艗般 艗艡艮艧 艗舮 艁艮艡艬艹艳艩艳 良艦 艫舭艰艡色艴艩艴艥 色艡艮艫艩艮艧 艡艬艧良色艩艴艨艭 艩艮 艡色艥艡 艵艮艤艥色 艴艨艥 色艥艣艥艩艶艥色 良艰艥色艡艴艩艮艧

艣艨艡色艡艣艴艥色艩艳艴艩艣 艣艵色艶艥 艣色艩艴艥色艩良艮 艛艊艝舮 艉艮艴艥色艮艡艴艩良艮艡艬 艊良艵色艮艡艬 良艦 艃良艭艰艵艴艥色 艍艡艴艨艥艭艡艴艩艣艳般 舲舰舱舸般 船舵舨舸舩舺

舱舵舲舷舭舱舵舴舷舮

艇艡良 艗般 艚艨良艵 艚舮 艏艮 艴艨艥 艣良艮艳艩艳艴艥艮艣艹 良艦 艁艕艃 艰艡艩色艷艩艳艥 良艰艴艩艭艩艺艡艴艩良艮 艛艊艝舮 艉艮艴艥色艮艡艴艩良艮艡艬 艊良艩艮艴 艃良艮艦艥色艥艮艣艥

良艮 艁色艴艩舜艣艩艡艬 艉艮艴艥艬艬艩艧艥艮艣艥般 舲舰舱舵舺 船舳船舭船舴舵舮

艇艡良 艗般 艗艡艮艧 艌般 艊艩艮 艒般 艥艴 艡艬舮 艏艮艥舭艰艡艳艳 艡艵艣 良艰艴艩艭艩艺艡艴艩良艮 艛艊艝舮 艉艮艴艥色艮艡艴艩良艮艡艬 艃良艮艦艥色艥艮艣艥 良艮 艍艡艣艨艩艮艥

艌艥艡色艮艩艮艧般 舲舰舱舳舺 船舰舶舭船舱舴舮

艇艡良 艗般 艗艡艮艧 艌般 艊艩艮 艒般 艥艴 艡艬舮 艏艮艥舭艰艡艳艳 艁艕艃 良艰艴艩艭艩艺艡艴艩良艮 艛艊艝舮 艁色艴艩艦舮 艉艮艴艥艬艬舮般 舲舰舱舶般 舲舳舶舺 舱舭舲船舮

艇良艬良艷艩艣艨 艎般 艒艡艫艨艬艩艮 艁般 艓艨艡艭艩色 艏舮 艓艩艺艥舭艩艮艤艥艰艥艮艤艥艮艴 艳艡艭艰艬艥 艣良艭艰艬艥艸艩艴艹 良艦 艮艥艵色艡艬 艮艥艴艷良色艫艳 艛艃艝舯舯

舲舰舱舸舺 舲船舷舭舲船船舮

艇色艡艶艥 艅般 艏艢良艺艩艮艳艫艩 艇般 艂艡艣艨 艆 艒舮 艔色艡艣艥 艬艡艳艳良舺 艡 艴色艡艣艥 艮良色艭 色艥艧艵艬艡色艩艺艡艴艩良艮 艦良色 艣良色色艥艬艡艴艥艤 艤艥艳艩艧艮艳

艛艃艝舯舯艎艥艵色艉艐艓舮 舲舰舱舱舺 舲舱舸舷舭舲舱船舵舮

艈艡艮 艈般 艗艡艮艧 艗 艙般 艍艡良 艂 艈舮 艂良色艤艥色艬艩艮艥舭艳艭良艴艥舺 艡 艮艥艷 良艶艥色舭艳艡艭艰艬艩艮艧 艭艥艴艨良艤 艩艮 艩艭艢艡艬艡艮艣艥艤 艤艡艴艡

艳艥艴艳 艬艥艡色艮艩艮艧 艛艊艝舮 艉艮艴艥色艮艡艴艩良艮艡艬 艃良艮艦艥色艥艮艣艥 良艮 艉艮艴艥艬艬艩艧艥艮艴 艃良艭艰艵艴艩艮艧般 舲舰舰舵舺 舸舷舸舭舸舸舷舮

艈艡艮 艌般 艚艨艡艮艧 艙舮 艌艥艡色艮艩艮艧 艭艵艬艴艩舭艬艥艶艥艬 艴艡艳艫 艧色良艵艰艳 艩艮 艭艵艬艴艩舭艴艡艳艫 艬艥艡色艮艩艮艧 艛艃艝舯舯艁艁艁艉舮 舲舰舱舵舺 舲舶舳舸舭

舲舶舴舴舮

艈艡艮 艌般 艚艨艡艮艧 艙舮 艍艵艬艴艩舭艳艴艡艧艥 艭艵艬艴艩舭艴艡艳艫 艬艥艡色艮艩艮艧 艷艩艴艨 色艥艤艵艣艥艤 色艡艮艫 艛艃艝舯舯艁艁艁艉舮 舲舰舱舶舺 舱舶舳舸舭舱舶舴舴舮

舱舸舵



面向复杂场景的艁艕艃优化理论、方法及应用

艈艡艮艤 艄 艊般 艔艩艬艬 艒 艊舮 艁 艳艩艭艰艬艥 艧艥艮艥色艡艬艩艳艡艴艩良艮 良艦 艴艨艥 艡色艥艡 艵艮艤艥色 艴艨艥 色良艣 艣艵色艶艥 艦良色 艭艵艬艴艩艰艬艥 艣艬艡艳艳

艣艬艡艳艳艩舜艣艡艴艩良艮 艰色良艢艬艥艭艳 艛艊艝舮 艍艡艣艨艩艮艥 艌艥艡色艮艩艮艧般 舲舰舰舱般 舴舵舨舲舩舺 舱舷舱舭舱舸舶舮

艈艡艮艬艥艹 艊 艁般 艍艣艎艥艩艬 艂 艊舮 艔艨艥 艭艥艡艮艩艮艧 艡艮艤 艵艳艥 良艦 艴艨艥 艡色艥艡 艵艮艤艥色 艡 色艥艣艥艩艶艥色 良艰艥色艡艴艩艮艧 艣艨艡色艡艣艴艥色艩艳艴艩艣

舨色良艣舩 艣艵色艶艥 艛艊艝舮 艒艡艤艩良艬良艧艹般 舱船舸舲般 舱舴舳舨舱舩舺 舲船舭舳舶舮

艈艥艳艫艥艳 艔舮 艓良艬艶艩艮艧 艡 艨艵艧艥 艮艵艭艢艥色 良艦 艳艩艭艩艬艡色 艴艡艳艫艳舺 艁 艣良艭艢艩艮艡艴艩良艮 良艦 艭艵艬艴艩舭艴艡艳艫 艬艥艡色艮艩艮艧 艡艮艤 艡

艨艩艥色艡色艣艨艩艣艡艬 艢艡艹艥艳艩艡艮 艡艰艰色良艡艣艨 艛艃艝舯舯艉艃艍艌舮 舱船船舸舺 舲舳舳舭舲舴舱舮

艈良艮艺艩艫 艐般 艋艵艣艥色艡 艐般 艈艹艮艣艩艣艡 艏般 艥艴 艡艬舮 艎良艶艥艬 艭艥艴艨良艤 艦良色 艥艶艡艬艵艡艴艩良艮 良艦 艭艵艬艴艩舭艣艬艡艳艳 艡色艥艡 艵艮艤艥色 色艥艣艥艩艶艥色

良艰艥色艡艴艩艮艧 艣艨艡色艡艣艴艥色艩艳艴艩艣 艛艊艝舮 艉艮艴艥色艮艡艴艩良艮艡艬 艃良艮艦艥色艥艮艣艥 良艮 艓良艦艴 艃良艭艰艵艴艩艮艧般 艃良艭艰艵艴艩艮艧 艷艩艴艨 艗良色艤艳

艡艮艤 艐艥色艣艥艰艴艩良艮艳 艩艮 艓艹艳艴艥艭 艁艮艡艬艹艳艩艳般 艄艥艣艩艳艩良艮 艡艮艤 艃良艮艴色良艬般 舲舰舰船舺 舱舭舴舮

艊艡艳艫良艷艩艡艫 艐 艁般 艃良艳艴艡 艉 艇般 艃艡艭艰艥艬艬良 艒 艊 艇 艂舮 艔艨艥 艡色艥艡 艵艮艤艥色 艴艨艥 艒艏艃 艣艵色艶艥 艡艳 艡 艭艥艡艳艵色艥 良艦

艣艬艵艳艴艥色艩艮艧 艱艵艡艬艩艴艹 艛艊艝舮 艃良艒艒般 舲舰舲舰般 艡艢艳舯舲舰舰船舮舰舲舴舰舰舮

艊艥良艮艧 艊 艙般 艊艵艮 艃 艈舮 艖艡色艩艡艢艬艥 艳艥艬艥艣艴艩良艮 艡艮艤 艴艡艳艫 艧色良艵艰艩艮艧 艦良色 艭艵艬艴艩舭艴艡艳艫 艬艥艡色艮艩艮艧 艛艃艝舯舯艋艄艄舮 舲舰舱舸舺

舱舵舸船舭舱舵船舸舮

艊良艡艣艨艩艭艳 艔舮 艁 艳艵艰艰良色艴 艶艥艣艴良色 艭艥艴艨良艤 艦良色 艭艵艬艴艩艶艡色艩艡艴艥 艰艥色艦良色艭艡艮艣艥 艭艥艡艳艵色艥艳 艛艊艝舮 艉艮艴艥色艮艡艴艩良艮艡艬

艃良艮艦艥色艥艮艣艥 良艮 艍艡艣艨艩艮艥 艌艥艡色艮艩艮艧般 舲舰舰舵舺 舳舷舷舭舳舸舴舮

艊良艡艣艨艩艭艳 艔舮 艔色艡艩艮艩艮艧 艬艩艮艥艡色 艳艶艭艳 艩艮 艬艩艮艥艡色 艴艩艭艥 艛艊艝舮 艴艨艥 艁艃艍 艓艉艇艋艄艄 艉艮艴艥色艮艡艴艩良艮艡艬 艃良艮艦艥色艥艮艣艥 良艮

艋艮良艷艬艥艤艧艥 艄艩艳艣良艶艥色艹 艡艮艤 艄艡艴艡 艍艩艮艩艮艧般 舲舰舰舶舺 舲舱舷舭舲舲舶舮

艋艡艮艧 艚般 艇色艡艵艭艡艮 艋般 艓艨艡 艆舮 艌艥艡色艮艩艮艧 艷艩艴艨 艷艨良艭 艴良 艳艨艡色艥 艩艮 艭艵艬艴艩舭艴艡艳艫 艦艥艡艴艵色艥 艬艥艡色艮艩艮艧舮 艛艃艝舯舯艉艃艍艌舮

舲舰舱舱舺 舵舲舱舭舵舲舸舮

艋艩艮艧艭艡 艄 艐般 艂艡 艊舮 艁艤艡艭舺 艁 艭艥艴艨良艤 艦良色 艳艴良艣艨艡艳艴艩艣 良艰艴艩艭艩艺艡艴艩良艮 艛艃艝舯舯舳色艤 艉艮艴艥色艮艡艴艩良艮艡艬 艃良艮艦艥色艥艮艣艥

良艮 艌艥艡色艮艩艮艧 艒艥艰色艥艳艥艮艴艡艴艩良艮艳舮 舲舰舱舵舮

艋良色良艬艹艵艫 艖 艓般 艂良色良艶艳艫艩艣艨 艙 艖舮 艔艨艥良色艹 良艦 艵舭艳艴艡艴艩艳艴艩艣艳舺 艶良艬艵艭艥 舲舷舳 艛艍艝舮 艓艰色艩艮艧艥色 艓艣艩艥艮艣艥 舦

艂艵艳艩艮艥艳艳 艍艥艤艩艡般 舲舰舱舳舮

艋良艶艡艳艨艫艡 艁般 艇色艡艵艭艡艮 艋舮 艄艩艳艣良艶艥色艩艮艧 艡艴艴色艩艢艵艴艥 艳艨艡艤艥艳 良艦 艭艥艡艮艩艮艧 艷艩艴艨 艴艨艥 艣色良艷艤 艛艊艝舮 艉艮艴艥色艮艡艴艩良艮艡艬

艊良艵色艮艡艬 良艦 艃良艭艰艵艴艥色 艖艩艳艩良艮般 舲舰舱舵般 舱舱舴舨舱舩舺 舵舶舭舷舳舮

艋良艶艡艳艨艫艡 艁般 艐艡色艩艫艨 艄般 艇色艡艵艭艡艮 艋舮 艗艨艩艴艴艬艥艳艥艡色艣艨舺 艉艭艡艧艥 艳艥艡色艣艨 艷艩艴艨 色艥艬艡艴艩艶艥 艡艴艴色艩艢艵艴艥 艦艥艥艤艢艡艣艫

艛艃艝舯舯艃艖艐艒舮 舲舰舱舲舺 舲船舷舳舭舲船舸舰舮

艋艵艭艡色 艁般 艉艉艉 艈 艄舮 艌艥艡色艮艩艮艧 艴艡艳艫 艧色良艵艰艩艮艧 艡艮艤 良艶艥色艬艡艰 艩艮 艭艵艬艴艩舭艴艡艳艫 艬艥艡色艮艩艮艧 艛艃艝舯舯艉艃艍艌舮 舲舰舱舲舺

舱舷舲舳舭舱舷舳舰舮

艌艡艵 艔 艔 艋般 艚艥艮艧 艊般 艗艵 艂般 艥艴 艡艬舮 艁 艰色良艸艩艭艡艬 艢艬良艣艫 艣良良色艤艩艮艡艴艥 艤艥艳艣艥艮艴 艡艬艧良色艩艴艨艭 艦良色 艤艥艥艰 艮艥艵色艡艬
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艛艃艝舯舯艃艖艐艒舮 舲舰舱舶舺 舳船舱舸舭舳船舲舷舮

艙艵 艓般 艔色艥艳艰 艖般 艙艵 艋舮 艒良艢艵艳艴 艭艵艬艴艩舭艴艡艳艫 艬艥艡色艮艩艮艧 艷艩艴艨 t舭艰色良艣艥艳艳艥艳 艛艃艝舯舯艉艃艍艌舮 舲舰舰舷舺 舱舱舰舳舭舱舱舱舰舮

艙艵 艙般 艗艡艮艧 艔般 艓艡艭艷良色艴艨 艒 艊舮 艁 艵艳艥艦艵艬 艶艡色艩艡艮艴 良艦 艴艨艥 艤艡艶艩艳舕艫艡艨艡艮 艴艨艥良色艥艭 艦良色 艳艴艡艴艩艳艴艩艣艩艡艮艳 艛艊艝舮

艂艩良艭艥艴色艩艫艡般 舲舰舱舴般 舱舰舲舨舲舩舺 舳舱舵舭舳舲舳舮

艚艥艮艧 艊般 艌艡艵 艔 艔般 艌艩艮 艓般 艥艴 艡艬舮 艇艬良艢艡艬 艣良艮艶艥色艧艥艮艣艥 良艦 艢艬良艣艫 艣良良色艤艩艮艡艴艥 艤艥艳艣艥艮艴 艩艮 艤艥艥艰 艬艥艡色艮艩艮艧 艛艃艝舯舯

艉艃艍艌舮 舲舰舱船舮

艚艨艡艮艧 艘 艄舮 艔艨艥 艬艡艰艬艡艣艩艡艮 艥艩艧艥艮艶艡艬艵艥艳 良艦 艧色艡艰艨艳舺 艡 艳艵色艶艥艹 艛艊艝舮 艡色艘艩艶 艰色艥艰色艩艮艴 艡色艘艩艶舺舱舱舱舱舮舲舸船舷般

舲舰舱舱舮

艚艨艡艮艧 艙般 艙艡艮艧 艑舮 艁 艳艵色艶艥艹 良艮 艭艵艬艴艩舭艴艡艳艫 艬艥艡色艮艩艮艧 艛艊艝舮 艡色艘艩艶 艰色艥艰色艩艮艴 艡色艘艩艶舺舱舷舰舷舮舰舸舱舱舴般 舲舰舱舷舮

艚艨艡良 艐般 艈良艩 艓 艃般 艊艩艮 艒般 艥艴 艡艬舮 艏艮艬艩艮艥 艡艵艣 艭艡艸艩艭艩艺艡艴艩良艮 艛艃艝舯舯艉艮艴艥色艮艡艴艩良艮艡艬 艃良艮艦艥色艥艮艣艥 良艮 艍艡艣艨艩艮艥

艌艥艡色艮艩艮艧舮 舲舰舱舱舺 舲舳舳舭舲舴舰舮

艚艨良艮艧 艗般 艋艷良艫 艊 艔舮 艃良艮艶艥艸 艭艵艬艴艩艴艡艳艫 艬艥艡色艮艩艮艧 艷艩艴艨 舝艥艸艩艢艬艥 艴艡艳艫 艣艬艵艳艴艥色艳 艛艃艝舯舯艉艃艍艌舮 舲舰舱舲舺

舴舸舳舭舴船舰舮

艚艨良艵 艊般 艃艨艥艮 艊般 艙艥 艊舮 艃艬艵艳艴艥色艥艤 艭艵艬艴艩舭艴艡艳艫 艬艥艡色艮艩艮艧 艶艩艡 艡艬艴艥色艮艡艴艩艮艧 艳艴色艵艣艴艵色艥 良艰艴艩艭艩艺艡艴艩良艮 艛艃艝舯舯艎艉艐艓舮

舲舰舱舱舺 舷舰舲舭舷舱舰舮

艚艨良艵 艑般 艚艨艡良 艑舮 艆艬艥艸艩艢艬艥 艣艬艵艳艴艥色艥艤 艭艵艬艴艩舭艴艡艳艫 艬艥艡色艮艩艮艧 艢艹 艬艥艡色艮艩艮艧 色艥艰色艥艳艥艮艴艡艴艩艶艥 艴艡艳艫艳 艛艊艝舮 艉艅艅艅

艔色艡艮艳艡艣艴艩良艮艳 良艮 艐艡艴艴艥色艮 艁艮艡艬艹艳艩艳 艡艮艤 艍艡艣艨艩艮艥 艉艮艴艥艬艬艩艧艥艮艣艥般 舲舰舱舶般 舳舸舨舲舩舺 舲舶舶舭舲舷舸舮

艚良艵 艆般 艓艨艥艮 艌般 艊艩艥 艚般 艥艴 艡艬舮 艁 艳艵舞艣艩艥艮艴 艣良艮艤艩艴艩良艮 艦良色 艣良艮艶艥色艧艥艮艣艥艳 良艦 艡艤艡艭 艡艮艤 色艭艳艰色良艰 艛艃艝舯舯艉艅艅艅

艃良艮艦艥色艥艮艣艥 良艮 艃良艭艰艵艴艥色 艖艩艳艩良艮 艡艮艤 艐艡艴艴艥色艮 艒艥艣良艧艮艩艴艩良艮舮 舲舰舱船舺 舱舱舱舲舷舭舱舱舱舳舵舮

舱船舲



作者简历及攻读学位期间发表的学术论文与研究成果

作作作者者者简简简历历历及及及攻攻攻读读读学学学位位位期期期间间间发发发表表表的的的学学学术术术论论论文文文与与与研研研究究究成成成果果果

作者简历

杨智勇，北京人，中国科学院信息工程研究所博士研究生。

已发表(或正式接受)的学术论文:

第一作者：

舱舮 Zhiyong Yang般 艑艩艡艮艱艩艡艮 艘艵般 艘艩艡良艣艨艵艮 艃艡良 艡艮艤 艑艩艮艧艭艩艮艧 艈艵艡艮艧舮 艔艡艳艫舭艆艥艡艴艵色艥

艃良艬艬艡艢良色艡艴艩艶艥 艌艥艡色艮艩艮艧 艷艩艴艨 艁艰艰艬艩艣艡艴艩良艮 艴良 艐艥色艳良艮艡艬艩艺艥艤 艁艴艴色艩艢艵艴艥 艐色艥艤艩艣艴艩良艮舮

艉艅艅艅 艔色艡艮艳艡艣艴艩良艮艳 良艮 艐艡艴艴艥色艮 艁艮艡艬艹艳艩艳 艡艮艤 艍艡艣艨艩艮艥 艉艮艴艥艬艬艩艧艥艮艣艥 舨艔艐艁艍艉舩般 舲舰舲舰舮

舨艉艮 艐色艥艳艳舩

舲舮 Zhiyong Yang般 艑艩艡艮艱艩艡艮 艘艵般 艓艨艩艬良艮艧 艂艡良般 艙艵艡艮 艈艥般 艘艩艡良艣艨艵艮 艃艡良 艡艮艤 艑艩艮艧舭

艭艩艮艧 艈艵艡艮艧舮 艗艨艥艮 艁艬艬 艗艥 艎艥艥艤 艩艳 艡 艐艩艥艣艥 良艦 艴艨艥 艐艩艥舺 艁 艇艥艮艥色艩艣 艆色艡艭艥艷良色艫 艦良色

艏艰艴艩艭艩艺艩艮艧 艔艷良舭艷艡艹 艐艡色艴艩艡艬 艁艕艃舮 艉艃艍艌 舲舰舲舱 舨艌良艮艧 艴艡艬艫舩

舳舮 Zhiyong Yang般 艑艩艡艮艱艩艡艮 艘艵般 艙艡艮艧艢艡艮艧艹艡艮 艊艩艡艮艧般 艘艩艡良艣艨艵艮 艃艡良 艡艮艤 艑艩艮艧艭艩艮艧

艈艵艡艮艧舮 艇艥艮艥色艡艬艩艺艥艤 艂艬良艣艫舭艄艩艡艧良艮艡艬 艓艴色艵艣艴艵色艥 艐艵色艳艵艩艴舺 艌艥艡色艮艩艮艧 艓良艦艴 艌艡艴艥艮艴 艔艡艳艫

艁艳艳艩艧艮艭艥艮艴 艡艧艡艩艮艳艴 艎艥艧艡艴艩艶艥 艔色艡艮艳艦艥色舮 艁艮艮艵艡艬 艃良艮艦艥色艥艮艣艥 良艮 艎艥艵色艡艬 艉艮艦良色艭艡艴艩良艮

艐色良艣艥艳艳艩艮艧 艓艹艳艴艥艭艳 舨艎艥艵色艉艐艓舩般 舵舸舴舶舕舵舸舵舷般 舲舰舱船舮 舨艐良艳艴艥色舩

舴舮 Zhiyong Yang般 艑艩艡艮艱艩艡艮 艘艵般 艘艩艡良艣艨艵艮 艃艡良 艡艮艤 艑艩艮艧艭艩艮艧 艈艵艡艮艧舮 艌艥艡色艮艩艮艧

艐艥色艳良艮艡艬艩艺艥艤 艁艴艴色艩艢艵艴艥 艐色艥艦艥色艥艮艣艥 艶艩艡 艍艵艬艴艩舭艴艡艳艫 艁艕艃 艏艰艴艩艭艩艺艡艴艩良艮舮 艁艁艁艉 艃良艮舭

艦艥色艥艮艣艥 良艮 艁色艴艩舜艣艩艡艬 艉艮艴艥艬艬艩艧艥艮艣艥 舨艁艁艁艉舩般 舵舶舶舰舕舵舶舶舷般 舲舰舱船舮 舨艏色艡艬舩

舵舮 Zhiyong Yang般 艑艩艡艮艱艩艡艮 艘艵般 艗艥艩艧艡艮艧 艚艨艡艮艧般 艘艩艡良艣艨艵艮 艃艡良 艡艮艤 艑艩艮艧艭艩艮艧

艈艵艡艮艧舮 艓艰艬艩艴 艍艵艬艴艩艰艬艩艣艡艴艩艶艥 艍艵艬艴艩舭艶艩艥艷 艓艵艢艳艰艡艣艥 艃艬艵艳艴艥色艩艮艧舮 艉艅艅艅 艔色艡艮艳艡艣艴艩良艮艳

良艮 艉艭艡艧艥 艐色良艣艥艳艳艩艮艧 舨艔艉艐舩般 舲舸舨舱舰舩舺 舵舱舴舷舕舵舱舶舰般 艍艡艹 舲舰舱船舮 舨艒艥艧艵艬艡色 艰艡艰艥色舩

舶舮 Zhiyong Yang般 艑艩艡艮艱艩艡艮 艘艵般 艘艩艡良艣艨艵艮 艃艡良 艡艮艤 艑艩艮艧艭艩艮艧 艈艵艡艮艧舮 艆色良艭 艃良艭舭

艭良艮 艴良 艓艰艥艣艩艡艬舺 艗艨艥艮 艍艵艬艴艩舭艁艴艴色艩艢艵艴艥 艌艥艡色艮艩艮艧 艍艥艥艴艳 艐艥色艳良艮艡艬艩艺艥艤 艏艰艩艮艩良艮艳舮

艁艁艁艉 艃良艮艦艥色艥艮艣艥 良艮 艁色艴艩舜艣艩艡艬 艉艮艴艥艬艬艩艧艥艮艣艥 舨艁艁艁艉舩般 舵舱舵舕舵舲舲般 舲舰舱舸舮 舨艐良艳艴艥色舩

其他作者：

舱舮 艑艩艡艮艱艩艡艮 艘艵般 Zhiyong Yang般 艙艡艮艧艢艡艮艧艹艡艮 艊艩艡艮艧般 艘艩艡良艣艨艵艮 艃艡良般 艙艵艡艮 艙艡良 艡艮艤

舱船舳



面向复杂场景的艁艕艃优化理论、方法及应用

艑艩艮艧艭艩艮艧 艈艵艡艮艧舮 艎良艴 艁艬艬 艓艡艭艰艬艥艳 艡色艥 艔色艵艳艴艷良色艴艨艹舺 艔良艷艡色艤艳 艄艥艥艰 艒良艢艵艳艴 艓艖艐

艐色艥艤艩艣艴艩良艮舮 艉艅艅艅 艔色艡艮艳艡艣艴艩良艮艳 良艮 艐艡艴艴艥色艮 艁艮艡艬艹艳艩艳 艡艮艤 艍艡艣艨艩艮艥 艉艮艴艥艬艬艩艧艥艮艣艥

舨艔艐艁艍艉舩般 舲舰舲舱舮 舨艅艡色艬艹 艁艣艣艥艳艳舩

舲舮 艑艩艡艮艱艩艡艮 艘艵般 Zhiyong Yang般 艚艵艹艡良 艃艨艥艮般 艙艡艮艧艢艡艮艧艹艡艮 艊艩艡艮艧般 艘艩艡良艣艨艵艮 艃艡良般

艙艵艡艮 艙艡良 艡艮艤 艑艩艮艧艭艩艮艧 艈艵艡艮艧舮 艄艥艥艰 艐艡色艴艩艡艬 艒艡艮艫 艁艧艧色艥艧艡艴艩良艮 艦良色 艐艥色艳良艮艡艬艩艺艥艤

艁艴艴色艩艢艵艴艥艳舮 艁艁艁艉 舲舰舲舱 舨艁艣艣艥艰艴艥艤舩舮

舳舮 艙艡艮艧艢艡艮艧艹艡艮 艊艩艡艮艧般 艑艩艡艮艱艩艡艮 艘艵般 艋艥 艍艡般 Zhiyong Yang般 艘艩艡良艣艨艵艮 艃艡良 艡艮艤

艑艩艮艧艭艩艮艧 艈艵艡艮艧舮 艗艨艡艴 艴良 艓艥艬艥艣艴舺 艐艵色艳艵艩艮艧 艃良艮艳艩艳艴艥艮艴 艍良艴艩良艮 艓艥艧艭艥艮艴艡艴艩良艮

艦色良艭 艍艵艬艴艩艰艬艥 艇艥良艭艥艴色艩艣 艍良艤艥艬艳舮 艁艁艁艉 舲舰舲舱 舨艁艣艣艥艰艴艥艤舩舮

舴舮 艚良艮艧艳艨艥艮艧 艃艡良般 艑艩艡艮艱艩艡艮 艘艵般 Zhiyong Yang般 艘艩艡良艣艨艵艮 艃艡良 艡艮艤 艑艩艮艧艭艩艮艧

艈艵艡艮艧舮 艄艵艡艬 艑艵艡艴艥色艮艩良艮 艋艮良艷艬艥艤艧艥 艇色艡艰艨 艅艭艢艥艤艤艩艮艧艳舮 艁艁艁艉 舲舰舲舱 舨艁艣舭

艣艥艰艴艥艤舩舮

舵舮 艑艩艡艮艱艩艡艮 艘艵般 艊艩艥艣艨艡良 艘艩良艮艧般 Zhiyong Yang般 艘艩艡良艣艨艵艮 艃艡良般 艑艩艮艧艭艩艮艧 艈艵艡艮艧

艡艮艤 艙艵艡艮 艙艡良舮 艗艨良 艌艩艫艥艳 艗艨艡艴舿 舕 艓艰艬艩艴艌艂艉 艩艮 艅艸艰艬良色艩艮艧 艐色艥艦艥色艥艮艴艩艡艬 艄艩艶艥色艳艩艴艹

良艦 艒艡艴艩艮艧艳舮 艁艁艁艉 艃良艮艦艥色艥艮艣艥 良艮 艁色艴艩舜艣艩艡艬 艉艮艴艥艬艬艩艧艥艮艣艥 舨艁艁艁艉舩般 舲舶舲舕舲舶船般 舲舰舲舰舮

舨艏色艡艬舩

舶舮 艔艩艡艮艷艥艩 艃艡良般 艑艩艡艮艱艩艡艮 艘艵般 Zhiyong Yang 艡艮艤 艑艩艮艧艭艩艮艧 艈艵艡艮艧舮 艔艡艳艫舭

艤艩艳艴色艩艢艵艴艩良艮舭艡艷艡色艥 艍艥艴艡舭艬艥艡色艮艩艮艧 艦良色 艃良艬艤舭艳艴艡色艴 艃艔艒 艐色艥艤艩艣艴艩良艮舮 艁艃艍 艃良艮舭

艦艥色艥艮艣艥 良艮 艍艵艬艴艩艭艥艤艩艡 舨艁艃艍 艍艍舩般 舳舵舱舴舕舳舵舲舲般 舲舰舲舰舮

舷舮 艑艩艡艮艱艩艡艮 艘艵般 艘艩艮艷艥艩 艓艵艮般 Zhiyong Yang般 艘艩艡良艣艨艵艮 艃艡良般 艑艩艮艧艭艩艮艧 艈艵艡艮艧

艡艮艤 艙艵艡艮 艙艡良舮 艩艓艰艬艩艴 艌艂艉舺 艉艮艤艩艶艩艤艵艡艬艩艺艥艤 艐艡色艴艩艡艬 艒艡艮艫艩艮艧 艷艩艴艨 艔艩艥艳 艶艩艡 艓艰艬艩艴

艌艂艉舮 艁艮艮艵艡艬 艃良艮艦艥色艥艮艣艥 良艮 艎艥艵色艡艬 艉艮艦良色艭艡艴艩良艮 艐色良艣艥艳艳艩艮艧 艓艹艳艴艥艭艳 舨艎艥艵色艉艐艓舩般

舳舸船舶舕舳船舰舶般 舲舰舱船舮 舨艐良艳艴艥色舩

舸舮 艑艩艡艮艱艩艡艮 艘艵般 Zhiyong Yang般 艙艡艮艧艢艡艮艧艹艡艮 艊艩艡艮艧般 艘艩艡良艣艨艵艮 艃艡良般 艑艩艮艧艭艩艮艧

艈艵艡艮艧 艡艮艤 艙艵艡艮 艙艡良舮 艄艥艥艰 艒良艢艵艳艴 艓艵艢艪艥艣艴艩艶艥 艖艩艳艵艡艬 艐色良艰艥色艴艹 艐色艥艤艩艣艴艩良艮 艩艮

艃色良艷艤艳良艵色艣艩艮艧舮 艉艅艅艅 艃良艮艦艥色艥艮艣艥 良艮 艃良艭艰艵艴艥色 艖艩艳艩良艮 艡艮艤 艐艡艴艴艥色艮 艒艥艣良艧艮艩艴艩良艮
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